1. ;Qué relaciones ligan las razones trigonométricas de (45-a) y (45°+a)

2. ;Cudl es el valor del cociente de la suma entre la diferencia de los senos de dos angulos?

3. Demostrar la formula:

o

4. Expresar tgx en funcion de

cosla- B -codath) _teh
seMig =D+ senc+ by

5. Comprobar que

}1+B:£
3

6. Suponiendo que , (qué es mayor, la suma de los senos o la suma de los cosenos de estos dos angulos?

r 1
o =
EE 2

7. Sabiendo que hallar sen x

COSr+Cosdr+ cosix
8. Transformar en producto la expresion trigonomeétrica

9. Transformar en producto la expresion 1+cosx. Aplicarlo para calcular el cos90°

10. Conociendo A=30°, B=45°, a=1. Hallar los lados b y c y el angulo C del triangulo



11. En un triangulo isésceles ABC conocemos el lado BC=80m y el radio de la circunferencia inscrita r=24m. Calcular el
drea del triangulo y los lados iguales.

12. Los lados de un triangulo miden respectivamente 13,14y 15 cm. Hallar el seno de sus angulos y el drea del triangulo.

13. Hallar el drea de un rectangulo sabiendo que una diagonal mide 60m y el angulo obtuso que determinan sus diagonales
es 120°.

14. Dos coches, con velocidades respectivas de 60km/h y 90km/h, toman dos carreteras que se bifurcan con un dangulo de 70°
¢ Qué distancia habrd entre ellos a los 10 minutos de viaje?

15. Un viajero parte con una velocidad de 75km/h; a los 10 minutos se da cuenta de que se ha equivocado de carretera y
toma otra que forma un dangulo de 130° con la anterior (a la misma velocidad) ;A qué distancia del punto de partida se
encuentra a los 20 minutos de haber tomado esta segunda carretera?

16. Tres personas estan en tres puntos distintos de la orilla de un lago, la primera dista de la segunda 1 km, la segunda de la
tercera 1'5km y ésta de la primera 2km ;Qué angulos forman entre si dichas personas? ;Qué superficie tiene el lago, si ésta
es los 5/3 de la superficie del tridngulo que forman las 3 personas?

SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS DE LA
RELACION I

1. ; Qué relaciones ligan las razones trigonométricas de (45°-a) y (45°*+a)

SOLUCION:

Los angulos 45%a y 45°+a son complementarios [45°-a+(45°+ta) = 90°] asi, pues,

senda™-ay=rcos(45%+a)
cos (45%-a) = sen (4 5°+a)




SOLUCION:

Usamos las formulas de reduccion de sumas a productos

. ca+h r=h
45 F] e [ ] e
52N tignh

2. ;Cudl es el valor del cociente de la suma entre la diferencia de los senos de dos angulos?

Igﬂ:h'!
? ath a-b 2
= - — =l ——C O ——= -
SETh —end dti &8 i a i
200 5——5gH —— Fiid
4 ? 2
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H T3
COS =5aH lx+—
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3. Demostrar la formula:
SOLUCION:
Usamos la formula del seno de la suma
x I T
SEH[I+—] =ienrcos—toossen—=szrxyl +{cos) | =casx
1 2 1

X
o
gE

4. Expresar tgx en funcion de

SOLUCION:



- Aloey x
tzda= = o =—
1-ig *a 4
Partimos de la formula de la tangente del angulo doble: En esta formula consideramos
da= 5-2 =X
2
(Evidentemente )
Sustituyendo en la formula anterior se tiene finalmente:
Etg%
igx=
X
1-1g2=
2
cosl@-d-cogath
(a-b)-cosart)
sarla bt sena+ i)
5. Comprobar que
SOLUCION:
Utilizamos, en primer lugar, las formulas de conversion de sumas y diferencias en productos:

Ccan a-b+ia+ b}mn a-b-la+h)
cos{a-b)-cos(a+d) 2 2 _
sen(a-b)tsen(a+h) a-b+ia+h a-b-(a+h)

(a-b)vsen(arh)  _a-br(atb) a-b-(atb)
2 2
a-b+lathy g a-b-[a+by =11 3
2 2 2 2
En este momento podemos utilizar que ¥y que con lo que tenemos que la

expresion considerada queda de la forma:

_ - Zwsenaeseni-b)  -sen(-b)
2-seng-coa -k cos(-I)




(donde, ademas, hemos simplificado)

Ahora podemos recordar las formulas de reduccion al primer cuadrante y nuestra expresion queda:

_—senl -k i} - -zanh) i}
) cos -3 cosk %

6. Suponiendo que

, (qué es mayor, la suma de los senos o la suma de los cosenos de estos dos angulos?

SOLUCION:

T4
3
Dada la formula del enunciado, un dngulo sera Ay el otro

senAd+senF=rend +5en[%—ﬂ] =252;’1§cn s[;l— g] =rn s(.al —E]

&

En esta expresion anterior se ha utilizado la correspondiente formula de conversion de sumas en productos teniendo en cuenta:

A+E 4
3 _11:;"3_11
2 2 f
19
A—[E—A] 14-
3 - =4-T
2 2 f
29
T 1
52—z —
i 2



Razonando de modo andlogo al anterior se llega a la conclusion de que

i kY i k! ¢ %

: = : [ A R T f ., &1 = 1. Wi
cood+ cnw=|:-:uw1+|:nsk——ﬂ =2oos—cog| A-—| =y3cos| A-—
3 B f f

Donde se ha tenido, ademas, en cuenta que

Ast, pues, hemos llegado a la conclusion de que:

i

cnaﬂ+cnsB:ﬁcns[ﬂ—%]

sand +senf=co s(}l —1]

Como vemos, estas dos expresion solo difieren en el factor raiz de 3. Este factor es mayor que la unidad con lo que hemos de
concluir que la segunda expresion es mayor que la primera siempre que ambas sean positivas.

7. Sabiendo que hallar sen x

SOLUCION:

Usamos la formula que hemos deducido en el problema 4. (Repasarlo para ver como se ha hecho)

weX 2L

2 2 4

fg k= —— _I:E
e L B
5 2 4

1+tg #x=
I-fl'lﬁl.('

Usamos ahora la formula en la que despejamos el valor del coseno



i 1 i 1 | 3
COSK =% . = T = E:iﬁ_
1+I§ X 14—
s
1
Y, finalmente,
RaNT 74 4
Senx=Ccosx =-"'I'_'-'5T'Ig1' Stk
£ 3 z
a0 Al

Nota: Es evidente que el seno puede tener dos valores (positivo y negativo) del mismo modo que el coseno también los puede
tener. Esto se debe a que la tangente es positiva tanto en el primer cuadrante como en el tercero.

cosctcosix+cosix
8. Transformar en producto la expresion trigonométrica

SOLUCION:

1° Agrupamos de modo conveniente.

2° Aplicamos las formulas de convesion de sumas en productos
3° Aplicamos que cos(-x)=cosx

4° Sacamos factor comun.

r+3r r—3x
COS 7 =

Cosxtoosdxtcosdr=cosir+(coar+cosdn)=cosdx+2cas

zeoadr+2cosdecod - =cosdy+2-cosdr-com =cas2x (I +2casx)

9. Transformar en producto la expresion 1+cosx. Aplicarlo para calcular el cos90°

SOLUCION:

Camino 1°: Aplicando las formulas de transformacion en producto:




Artificio: 1 = cos0°

~ L
) . o ey Py o x foxY L xr  x . sx
l+cosx=cos)"+Ccosx=4Cco5 cog =dcos5—Ccos] -— | =4cos—Ccos—=Jrast —
2 2 2 2 2 2 2
Camino 2°: Usando las formulas del angulo mitad
x l+cosr r l+cosx x
C0S—=t | — 03z — l+rosr=2eos —
2 2 2

SOLUCION DEL SEGUNDO APARTADO:

De lo anterior se deduce que :

2 : 1
cusx:Ecns:‘%-l = cos00°=2cos45%-1=2 JEC -I:E-E-I:ﬂ

10. Conociendo A=30°, B=45°, a=1. Hallar los lados b y c y el angulo C del triangulo
INDICACION:
1° Para calcular el angulo C nos basamos en la suma de los tres angulos ha de ser 180°. Tenemos asi que C = 105°

2° Para calcular el lado b aplicamos el teorema de los senos entre Ay B.

b=y2
Tenemos asi que

3° Para calcular el lado c, aplicamos el teorema de los senos entre Ay C. Para encontrar la expresion numérica exacta,

E:M
2

podemos desarrollar senl05°=sen(60°+45°). Obtenemos asi:




Dibujo 1 Dibijo 2

J2 A
/ \ \ 11. En un triangulo isésceles ABC conocemos el lado BC=80m y el radio de
A K la circunferencia inscrita r=24m. Calcular el drea del triangulo y los lados
/ \ \ iguales.
AT ,,

( 5 ;zimr)\ 5 fy\ 4 SOLUCION:
N, 2)11 o o Y Rl "'\'- \\‘\
\\__ Eﬂ‘/ \ B 4\\ B : En este problema hemos dibujado,
80 cm E 4p Af\ en primer lugar. los datos que nos
i : , P proporciona el enunciado.
(Dibujo 1). o \ ‘ \:-:-2 4
|
En el dibujo 2 nos fijamos sélo en los datos que i Y i Y van a ayudarnos en la resolucion
del mismo. Se observa que estamos ante dos é 20 "B 0O 21 * 0 triangulos AEB y ADO. Estos dos

tridngulos son semejantes puesto que:

1°) son rectangulos (el primero lo es en E y el segundo en D, que es el punto de tangencia de una circunferencia - en estos
puntos siempre hay perpendicularidad entre la tangente y el radio-)

2°) El angulo A es comiin a ambos.

En el dibujo 3 ponemos de manifiesto esta semejanza entre los dos triangulos (nota: uno de ellos ha "cambiado de posicion"
para que se observe esta semejanza).

En este mismo dibujo hemos llamado x a la altura del primer triangulo (lado AE). Como se observa en el dibujo 2, la longitud
de la hipotenusa del segundo triangulo es la misma que la de la altura mencionada menos 24 cm. Es decir, x-24. (Como hemos
senialado en el lugar correspondiente).

A partir del teorema de Pitagoras aplicado al primer tridngulo, podemos calcular el lado AB en funcion de x

h=yfa0%x®

Aplicamos, ahora, el teorema de Thales:

cateto menor 17 Wridngulo  hipotemusa 1° Wridngulo
cateto menor 27 ridngulo  hipotemusa 27 fridngulo

Es decir, en nuestro problema:

4|:|:i||fl4|:|j+xj

24 x-14



En esta proporcion podemos simplificar y elevar al cuadrado:

)

5% _4ifex?

50l 5 40l
/ \1’ 3 x-24 3% x-24
14 5

-~
E 5
L.

4o

LA

Problema I2

\ Hacemos las operaciones pertinentes tras multiplicar en cruz:

=}

2502 452515+ 24725 =04 F 4 0y

Reagrupamos en el primer miembro y hacemos operaciones:

Cr?-1210x%=0 - x( |l fix-1200)=0

En esta ultima ecuacion hay dos soluciones:

x =0 (que no tiene sentido en nuestro problema)
16x-1200 = 0 (es decir, x =75 cm.)

La hipotenusa del primer triangulo de la figura 3 es: 85 cm aplicando el valor calculado por Pitagoras para h anteriormente.

Es decir, en el triangulo isosceles del problema los lados iguales miden 85 em por coincidir con la hipotenusa antes calculada.
La altura (a la que hemos llamado x mide 75 em. Finalmente hemos de calcular el area del triangulo dado.

base x altura ) a0Ts
2

_3.006m=

Arca del trigngulo-

12. Los lados de un triangulo miden respectivamente 13,14y 15 cm. Hallar el seno de sus angulos y el drea del triangulo.

INDICACIONES:

1°) Calculo del seno del angulo A: teorema del coseno aplicado sobre el lado A. Valor calculado para el senA = 4/5.

2°) Calculo del seno del angulo C: teorema de los senos aplicado entre A y C. Valor calculado para el senC = 56/65.

3°) Cadlculo del seno del angulo B: teorema de los senos aplicado entre A y B. Valor calculado para senB = 12/13.



\ g // 4°) Area: Usando la formula

-, — = B
o 1 I:I . L] a
> <ﬁl : o I..."'- ‘q i": b_C.EE Hﬂ: 1 4 1 5 4= J‘L"“l = Edcm‘
70 2 2

15
Prablcma 14

13. Hallar el drea de un rectangulo sabiendo que una diagonal mide 60m y el angulo obtuso que determinan sus diagonales
es 120°.

INDICACIONES:

Vamos a demostrar que en cualquier rectangulo los triangulos S y T tienen siempre la misma superficie.

Es conocido el hecho de que las diagonales de un rectangulo se cortan en su punto medio. Asi, pues:

2 2

: oy SR
senl 1807 -x)= 8—5@1’1(1 B0%-x)= ?senx

A= 52N = =5 MY A=
Y g T

por otra parte:

d-
2

MID_,

d d
2 2

Es decir, que los 4 triangulos en que se descompone un rectangulo por el corte de sus diagonales son iguales.

Basta, entonces, calcular el area de uno de esos triangulos (utlizando la misma formula del darea del triangulo en la que
interviene el seno) y multiplicar por 4.

A=080y3m?

En nuestro caso, el area del rectangulo es

14. Dos coches, con velocidades respectivas de 60km/h y 90km/h, toman dos carreteras que se bifurcan con un angulo de 70°
¢ Qué distancia habrd entre ellos a los 10 minutos de viaje?

SOLUCION:

En 10 minutos, el primer movil



habra recorrido (1/6)60 = 10Km

1'5 lan
2km En 10 minutos, el segundo movil habra recorrido (1/6)90 = 15Km
2517
Prablema 15 A
{ km Se forma, entonces un triangulo como el de la figura. Por el teorema del
coseno se puede B ' calcular la x y se tiene x = 14'9128 Km
Prabiema 16

15. Un viajero parte con una velocidad de 75km/h; a los 10 minutos se da cuenta de que se ha equivocado de carretera y
toma otra que forma un dngulo de 130° con la anterior (a la misma velocidad) ;A qué distancia del punto de partida se
encuentra a los 20 minutos de haber tomado esta segunda carretera?

SOLUCION:

Como en el problema anterior, pasamos las velocidades y tiempos a distancias recorridas.
En el primer tramo, la sexta parte de una hora, habra reccorido 25/2 Km.

En el segundo, la tercera parte de una hora, 25 Km. (Ver el dibujo)

Aplicamos el teorema del coseno. La distancia pedida es 34'39 Km.

16. Tres personas estdn en tres puntos distintos de la orilla de un lago, la primera dista de la segunda 1 km, la segunda de la
tercera 1'5km y ésta de la primera 2km ;Qué dangulos forman entre si dichas personas? ;Qué superficie tiene el lago, si ésta
es los 5/3 de la superficie del triangulo que forman las 3 personas?

SOLUCION:

El angulo A se calcula mediante el teorema del coseno. El valor de A, asi calculado, es de A=104°28'39"

El angulo B se calcula, ahora, estableciendo el teorema de los senos entre A y B. El valor de B es 46°34'2".



Elvalor de C se calcula haciendo uso de que los angulos de un triangulo han de sumar 180°. Se tiene que C = 28°57'19"

El area del triangulo se calcula haciendo uso de las longitudes de los lados b y ¢ y del senA. El valor de la superficie el
trangulo es 0'7261Km’

Finalmente, el drea del lago (5/3 de la del tridngulo) es de 1'2103Km’




