Logaritmos, ecuaciones exponenciales y logaritmicas

o Operaciones con potencias.

Este tipo de ejercicios hace referencia a operaciones con potencias
en los gque hay gque calcular el resdltado final que se obtiene al
realizar las operaciones indicadas, para ello debemos aplicar las
propiedades de las potencias {apartado 2 de tearia general).

Para resolver este tipo de ejercicios  seguiremos los  siguientes
pasos:

1. Descomponer las bases de las potencias en producto de
factores.

Si la base es un nldmero la descompondremos en sus factores
pHmos,
15

12 %6
Ejemplo: Calcular [3 15] + 4

Descomponemos en producto de factores primos la base 8:

g |2 4 |z
4 |2 2 |z
2|2 1
1

Asi: 8 =27 y 4 = 2%
Sustituyendo en la expresion inicial:

15

cooxZhe s
=3 15 +lz2]
2. Aplicar las propiedades de las potencias.

Se trata de aplicar las propiedades de las potencias hasta que
cada potencia tenga un dnico exponente,

En el ejemplo:
- En el primer sumando, dentro del paréntesis extemo,

tenemos uwna potencia elevada a otra potencia, por lo
tanto aplicamos la potencia de una potencia:

15 15
o oa2ye Ve
=X =215
Yolvemos a aplicar la misma propiedad:
13
360G 540
215 | =290 - 2% -4

¢ En el segundo sumando aplicamos igualmente la potencia
de una potencia:

(2 =2%= 15
3. Realizar las operaciones indicadas.
15

125
ooz -
p¥lis|  +R%] - g4+16 = 80



e Ecuaciones exponendciales sencillas

Este tipo de ejercicios hace referencia a ecuaciones con un Onico
término en cada miembro de la igualdad, v donde la incognita
aparece en uno de los exponentes.

Para resolver este tipo de egjercicios efectuaremos los siguientes
pasos:

1. Descomponer las bases en el producto de sus factores
primos.

El propasito de este paso es obtener una iqualad entre dos
potencias de la misma base en |3 que en la potencia que
contiens a la incdgnita aparezca despejada.

Por lo tanto, antes de descomponer las bases conwendra
despejar la potencia que contiene a la incognita.

Una wez despejada dicha potencia descompondremos  las
bases de ambos términos de la ecuacidon en el producto de
sus factores primos.

Ejemplo: Resolver 3-2 %1 = 768

En primer lugar despejamos la potencia que contiene a la
incagnita:

3.2 = 988 = 2°*! = 769/3 = 288
Por tanto debemos resolver la ecuacion:
2**1 = 256

Las bases que debemos descomponer son 2 y 256 (256 puede
considerarse como una potencia de exponente 10 256 = 2561,

Coma 2 es un ndmero primo no puede descomponerse mas
por lo tanto descomponermos la otra base:

250 | 2
123 | 2
64 | 2
32| 2
16| 2
a 2
4 2
2 2
1
Asfi 256 = 2°
Sustituyendo en |a ecuacion: 27" = agg
oxH _ 8
2. Iqualar Ilos exponentes y resolver la ecuacion
resultante.

Seglin hemos indicado, en el paso anterior obtenemos una
igualdad entre dos potencias de la misma base,

Sabemos que & dos potencias de la misma base san iguales
sus exponentes deben ser también iguales.

Por lo tanto podemos igualar los exponentes de las potencias
de |z igualdad del paso anterior,

Asi en el ejemplo:

R P

Resaolvernos la ecuacion de primer grado:

w=8-1=7



oEcuadﬂnes exponenciales co©on  varios t@rminos que
contienen a la incoégnita

Este tipo de ejercicios hace referencia a ecuaciones exponenciales
en las gue:

La incagnita aparece en el exponente de mas de un término de
la ecuacian,

Todos los términos que contienen a la incognita pueden
expresarse como potencias de la misma base.

Para resolver este tipo de ejercicios efectuaremos los siguientes
pasos:

1.

Expresar todas las potencias que contienen a la
incognita en la misma base.

El objetiva de este paso es gque todas las potencias que
contengan a la incognita tengan la misma BASE.

Para lograrlo, s las  bases son distintas  deberemos
descomponerlas en producto de factores.

Ejemplo: Resolver -3%! + g% = -1 + g**!

En el ejemplo tenemos tres potencias que contienen a la
incagnita. La base de dos de estas potencias es 3 v la de |3
otra es 9,

La primera base {3) no puede descomponerse ya gque es un
nimerc primo sin embargo, la segunda (9 si que podemos
descomponerla:

Sustituyendo en la ecuacian obtenemos:
-3 w-1 4 {BE}X - -1+ 3><+1

Descomponer las potencias que contienen a la
incognita.

El objetivoc de este paso es que el exponente de las
potencias que contienen a la incognita sea |la propia
incognita {x).

Para conseguir dicho objetivo deberemos descomponer cada
POTEMCIA {no sus bases) gue contenga a la incognita en
cociente de potencias, producto de potencias o en potencia de
potencia.

Para ello sera preciso  aplicar las propiedades de  las
operaciones con potencias:

# FEl producto de dos potencias de la misma base es otra
potencia de base igual a la base dada vy cuyo exponente es
igual ala suma de los exponentes:



Esta propiedad nos permite expresar una potencia cuyo
b +c

exponente sea una suma (a . 3 como el producto de dos

potencias de |3 misma hase (a3~ ).

En el ejemplo, el exponente de la potencia 3% es una
suma, por lo tanto;

3t = grglo g g

« El cociente de dos potencias de la misma base es otra
potencia de base igual a la base dada y cuyo exponente es
igual a la diferencia de los exponentes:

Esta propiedad nos permite expresar una potencia cuyo
. . b- .
ewponente sea una diferencia (a3~ ) como el cociente de
. . b e
dos potencias de |3 misma base {3 a7},

En &l gjemplo el exponente de la potencia 31 es una
resta, por lo tanto:

3'.><-1 3"
3

s« Una potencia elevada a otro exponente {potencia de
potencia) es otra potencia de base igual a la base dada vy
cuyo exponente es igual al producto de los exponentes,

I:ab:lc - {ac} b - EII:u'v:

Esta propiedad nos permite expresar una potencia cuyo
exponente es  un  producto (ab":} como  potencia de
. c,d . b, c . .
potencia { (a7 O ({(a ) )y ademas cambiar & orden en
. b.c c.b
el que estan expresados los exponentes {{a )" =(a) J.

En las ecuaciones de este tipo la incognita la
expresaremos siempre en el exponente interno,

En el ejempla, en la potencia (EZ}X la incognita esta en &l
exponente  externo por lo tanto aplicamos la propiedad
anteriar:

(3% = (3

Por lo tanto, al descomponer cada potencia cuyo exponente
contiene  a la incdgnita en una multiplicacian, dvisian o
potencia obtenemaos:

, x4z
_3><-1+I.32Ix=—1+3x+1::>—3?+[3xl =-1+3%.3



Cambiar de incignita y resolver la ecuacion resultante.

En este paso todas las potencias que contienen a la
incognita tienen |a misma base elevada al expornente x.

Para poder resolver la ecuacion debemos cambiar la incognita
que tenemos gque calcular (hormalmente ®) por una nueva
incagnita (normalmente w3, Bl cambio de incognita es el
siguiente:

base” =y
Al efectuar este cambio obtendremos una ecuacion lineal o de
segundo grado que resolveremos por los metodos habituales
wa conocidos,
En el ejemplo el cambio es el siguiente:
3>< =y = {EX)Z — _}IIZ

Sustituyendo en la ecuacion:

hs f
-3?+I,3>‘F=-1+3x-3:>- z

+yT ==14+y-3

0 |-z

Supnmimos  denominadores vy pasamos todos los  terminos  al
primer miembra:

- +31,f2:—3+91,f:>—ﬁ,f+31,f2+3—Eh,f:EI:>
3 - 10y +3=0

Para resolver la ecuacion de sequndo grado aplicamos:

“bipZ-4.a3.c 10%4-10%-4.3.3

2-a 2-3

1l0+-464 10+8 1
= = :;. = 3_1 = —
5 5 TR

Por lo tanto hemas obtenido dos walores de vy,
Deshacer el cambio de incognita.

En el paso anteror hemos efectuado un cambio de incagnita v
hermos resuslto la ecuacidn resultante, calculando asi el walar
de la nueva incognita v,

En este paso tenemos que calcular el wvalor de la primera
incognita () ufilizando para ello la expresion del cambio de
incognita.

Sustituimos en la expresion del cambio de incognita (3% = )
cada wvalor calculado de y:



Paray=3 = BX:H;:>3X:3

I
-
A
=
I
I
I
LEA]
1
[ury

Paray, = = = 3%

W~

En el Oltimo paso hemos aplicado la siguiente propiedad de las
potencias:

1 -n
—n:ajn:blj
a

dhora tenemos dos ecuaciones exponenciales sencillas que va
sabemos resolier, realizamos los siguientes pasos.

1.

Descomponer las bases en el producto de sus
factores pimos.

Debemos  resolver  las  dos  ecuaciones  gque  hemos
obtenido:

PRIMERA ECUACION
Como 3 es primo no hay que descomponeda;
=3
Tenemos una igualdad entre potencias de la misma base.
SEGUMNDA ECUACION

La base también es 3 por lo tanto tampoco hay gue
descomponerla;

Iqualar los exponentes vy resolver la ecuacion
resultante.

PRIMERA ECUACION

Si dos potencias de la misma base son iguales sus
exponentes deben ser también iguales.

Por lo tanto podemos igualar los exponentes de las
potencias de la igualdad del paso anterior:

FzamF=alou=1
SEGUNDA ECUACION

Igualamos los exponentes de la igualdad 3%= 3t

w=-1

.. C e e -1
Por lo tanto la ecuacian exponencial inicial -2 +0% =-1 +

3

L

tiene dos soluciones: ¥ =1, ¥ = -1.



6 Sistemas de ecuadones exponenciales

Este tipo de egjercicios hace referencia a sistemas de  dos
BcUaciones exponenciales con dos incognitas,

Para resolver este tipo de ejercicios efectuaremaos los siguientes
pasos:

1. Expresar las potencias que contienen la misma
incognita en la misma base.

El objetivo de este paso es gque las potencias que contengan a
la misma INCOGNITA tengan la misma BASE.

Para lograrlo, si las  bases son  distintas  deberemos
descamponerlas en producto de factores,

En este nivel, en la mayaoria de ejercicios de este fipo que =e |=
plantean al alumno, las potencias cuyos exponentes contienen
a las mismas incognitas tienen wya las mismas bases en el
sistema inicial dado,

En consecuencia no suele ser necesano aplicar este paso, a
pesar de lo cual lo incluimos en este proceso de resolucion
para gue, en el caso de que si sea preciso aplicarlo, pueda ser
tomado de gjemplo.

4% -2.3¥ =10

Ejemplo: Resolver
2% 4 3% = 7

En el ejemplo las potencias que contienen a la incognita y
tienen la misma base (3) sin embargo las potencias que
contienen a la incognita ® tienen bases distintas (4 en la
primera  ecuacidon vy 2 en la segunda) por o tanto
descomponemos estas dltimas bases,

La base 2 es un ndmero primo por o que no puede
descomponerse mas. Descomponemos |a base 4

4=2"
Sustituyendo en la potencia que contiene a la incognita:
4>< - {EZ}X

Sustituyendo esta expresion en el sistema obtenemos:

22y - 6.3¥"1 =10
¥ 43 =7

2. Descomponer las potencias que contegan alguna de las
incagnitas.



El ohjetivo de este paso es que las potencias que
contengan a la MISMA incognita tengan el mismo
exponente (x o y).

En consecuencia, al finalizar los dos phmeros pasos, las
potencias que contengan a la misma incognita deberan tener
la misma base y el mismo exponente,

Para conseguir dicho objetivo deberemos descomponer  las
POTEMNCIAS {(no sus bases) que contengan alguna de las
incognitas en cociente de potencias, producto de potencias o
en potencia de potencia.

Para ellb s=erd preciso  aplicar las  propiedades de  las
operaciones con potencias:

* El producto de dos potencias de la misma base es otra
potencia de base igual a la base dada vy cuyo exponente es
igual ala suma de los exponentes:

Esta propiedad nos permite expresar una potencia cuyo
exponente sea una suma (ab + ®y comao el producto de dos
potencias de la misma base (a®’ .

En el ejermplo no hay ninguna potencia cuyo exponente
SBa una suma.

¢ El cociente de dos potencias de la misma base es otra
potencia de base igual a la base dada y cuyo exponente es
igual a la diferencia de los exponentes:

Esta propiedad nos permite expresar una potencia cuyo

. . b - .
exponente sea una diferencia (a3~ % como &l cociente de
dos potencias de |3 misma base (ab:ac).

En el gjemplo el exponente de la potencia 3 ez una
resta, por lo tanto:

o Una potencia elevada a otro exponente  (potencia  de
potencia) es otra potencia de base igual a la base dada vy
cuyo exponente es igual al producto de los exponentes.

(ab)c — l:EIC:l b — ab'c

Esta propiedad nos permite expresar una potencia cuyo

exponente es  un  producto (ab'c) como  potencia de
- cd b.c . .

potencia { (a7 & {(a ) )y ademas cambiar el orden en

el que estan expresados los exporentes { (ab)c = (ac)b).

En las ecuaciones de este ftipo la incdgnita la
expresaremos siempre en el exponente intemo.

En el ejemplo, en la potencia (Y la incdgnita estd en el
exponente externo por lo tanto aplicamos la propiedad

anterior:

2 w2

Y=

Por lo tanto, al descomponer las potencias cuyos exponentes
contienen  alguna de las incdgnitas en una  multiplicacidn,
divisian o potencia obtenemos:

(2

¥
(2")2—6-3?=1E| - (2% —2.3% =10
2% 43 =7

2% 4+3¥ =7



3. Cambiar de incognitas.
Se trata de sustituir las potencias que contienen a la
incognitas ® e y por otras incognitas z v t de forma que
obtengamos un sistema de dos ecuaciones sin potencias,
Para poder resolver el sistema debemos cambiar las incognitas

que tenemos que calcular (nommalmente ® e y) por nuevas
incagnitas (z, t3. Los cambios de incognitas son los siguientes:

=
e hasex ==z

e bhasez Y=t
Al efectuar estos  cambios  obtendremos  un sistema de
ecuaciones de primer /o segundo grado que resclveremos por
los metodos habituales ya conocidos,

En nuestro ejemplo hacemaos el cambio de incognitas:

1l
L Y

haseq *=z = 2°
bEISEz?Z t = 3¥

Asi obtenemos el sistema:

zZ _2t =10
2+ t=7

4, Resolver el sistema resultante.

En este paso obtendremos un sisterna de ecuaciones de
primer o segundo grado (en la mayoria de los caso de primer
grada’,

Para resolver el sistema  anterior rultiplicamos por dos la

segunda ecuacidon y sumamos la ecuacidn resultante con la
prirmera:

2% _2t=10 _ 2% _2t =10
z+t=702 2z +2t=14

Sumando las ecuaciones resultantes obtenemos:

7 - 2t = 10
oz + 2t = 14

22+22+D=24

Obtenemos uwna ecuacion de segundo grado. Pasamos el
teérmino  independiente al primer miembro v aplicamos la de
formula de resolucion de las ecuaciones de segundo grado.

pag. << 1 2



Cambiar de incognitas.

Se trata de sustituir las potencias que contienen a la
incognitas » e y por ofras incognitas z v t de forma que
obtengamas un sistema de dos ecuaciones sin potencias,

Para poder resolver el sistema debemos cambiar las incognitas

gue tenemos gue calcular (nomalmente ® e y) por nuevas
incagnitas {z, t). Los cambios de incognitas son los siguientes:

b4
e« basey "=z

e hasez Y=t
&l efectuar estos cambios  obtendremos un  sistema  de
ecuaciones de primer y/0 segundo grado que resoclveremos por
los metodos habituales ya conocidos,

En nuestro ejemplo hacemos el cambio de incognitas:

hases "=z =2 =z
base; Y=t =a¥ =t

Asi obtenemos el sistema:

z% —2t =10
2+ t=7

Resolver el sistema resultante.

En este paso obtendremos un sistema de ecuaciones de

primer o segundo grado {en la mayoria de los caso de primer

grado},

Para resolver el sistema anterior multipicamos por dos la

sequnda ecuacion vy sumamos la ecuacidn resdtante con la
primera;

z _ Z _ o
z--2t=10 _ z=-2t=10
(z+t="702 2z + 2t =14

Sumando las ecuaciones resultantes obtenemos:

2~ 2t = 10
o7 + 2t = 14

22+22+D=24

Obtenemos una ecuacion de segundo  grado. Pasamos el
termino  independiente al primer miembro v aplicamos la de
farmula de resolucion de las ecuaciones de segundo grado.



—2+ 2P o4 1. (-24)
2.1 B

22+22—24=D::> Z=

-2x4100 -2%10

= = = ZF1=-0 7Zz2=4
2 2

El walor z; = -6 no tiene sentido yva que, si sustituimos este
valor en la ecuacion de cambio de la incdgnita #, obtenemos:

Ex:2:>paraZ:21:—Eu, 2% =g

El primer miembro de la ecuacion anterior (2%} es siempre
positivo independientemente del valor {positivo o negativo) de
#, por lo tanto no puede ser nunca igual al segundo miembro
{-6) ya gue éste es negativo,

Forlo tantoz =23 = 4

Una wez conocido el walor de z podemos  calcular
despejandola de la segunda ecuacian del sistema:

z+tt=V=t=7-=2
t=7-4=t=23
Deshacer el cambio de incgnitas.

En el paso anteror hemos resuelto el sistema obteniendo z vy
t, pero las incognitas que debemos calcular son ® e y. Para
calcularlas  utilizaremos  las ecuaciones  del  cambio  de
incagnitas,

Sustituyendo los walores de z v t en dichas ecuaciones

obtenemaos:
=

e R

Fot=23" =3

dhora  teremos dos  ecuaciones  exponencial sencillas gque
resolvemnos realizando los siguientes pasos:

1. Descomponer las bases en el producto de sus
factores primos.

2 v 3 son primos por lo tanto Onicamente debermos
descormponer el 4

(S
FI B



Sustituyendo en las ecuaciones exponenciales:
& =2
3 =3

Tenemos dos igualdades entre potencias de la misma
base.

Igualar los exponentes y resolver la ecuacion
resultante.

Si dos potencias de la misma base =on iguales sus
exponentes deben ser tambien iguales.

Por lo tanto podemos igualar los exponentes de las
potencias de las dos igualdades del paso antenaor;

2 =0 oy

1l
M2

1l
—

=3y

Soluciones x=2 e y=1



@ Calculo de logaritmos,

Para resolver este tipo de ejercicios efectu:
pasos:

1.

Plantear la ecuacion exponencial asc
que queremos calcular.

La definicion de logaritmo  permite plz
exponencial para calcularlo,

Para ello recordamos que dado a, un no
distinto de uno, =& llama logaritmo en t

conocido x {es decir loga #) a otro ndmero y
=¥

Por tanto silogs © =y debe cumplirse la ec

ﬂ?:}{

Para calcular el wvalor del logaritmo (y) ¢
ecuacion exponencial planteada,

Hay gue hacer notar gue, en los casc
ecuacion exponencial obtengamos una f
expresar dicha fraccion en forma
o4t el _52y para de esta
4 4 o2

igualdad entre potencias que nos permita re:

Ejemplo: Calcular log sz {(1/27)

Si llamamos y al valor del logaritmo,
logz (/270 =y = a¥ =x =

Expresamos |la fraccidn de la ecuacion e:
forma de potencia:

3 = %:2?'1 =3 =

Resolver la ecuacidn exponencial plantei

Para calcular el logaritmo  debemos  re:
exponencial sencilla,

Para resolverla realizarermos los siguientes pe

1. Descomponer las bases en el
factores primos.



3 va es un namero primo, por o tanto descomponemos el
namera 27

27 | 3
9 3
3 3
1
asi 27 = 3°
Sustituyendo en la ecuacion  anterior obtenamaos una

igualdad entre potencias de la misma base:
i R V=

Iqualar los exponentes y resolver la ecuacion
resultante.

S dos potencias de la misma base son iguales sus
exponentes deben ser tarmbien iquales,

Por lo tanto podemos igualar los exponentes de  las
potencias de la igualdad anterior:

y=-3

Solucion  log: {1727 =-3



o Calculo de logaritmos mediante cambio de base

Este tipo de ejercicios hace referencia al calcula de logaritmos que
no se pueden hallar por el metodo descrito los ejercicios del tipa 6
de esta unidad {calculo de logaritmos) debido a que, al aplicar
dicho metodo, no se obtienen una igualdad entre potencias de la
misma base,

Para resolver este tipo de gjercicios efectuaremos los siguientes
pasos:

1.

Plantear la ecuacion exponencial asociada al logaritmo
que queremos calcular.

El objetivo de este paso es comprobar s al plantear |a
ecuacion exponencial asociada al logantmo  obtenemos  una
igualdad de dos potencias con la misma base.

La definicion de logaritmo permite plantear una ecuacion
exponencial sencila {ecuaciones con un dnico término en
cada miembro de |3 igualdad, y donde |la incognita aparece
enuno de los exponentes),

Para ello recordamos que dado a, un ndmero real positivo vy
distinto de uno, se llama logaritmo en base a de un ndmero

# (es decir logs #) a otro ndmero y, que cumple:

EI?:K

Por tanto si log 3 % =y debe cumplirse la ecuacian:

a =x
Este tipo de ecuaciones exponencizles sencillas salo pueden
resolverse directamente si las bases de los dos términos de
la ecuacion son iquales va que en una igualdad de dos
potencias, si las bases son iguales los exponentes deben ser
tambign iguales.

Si las bases MO son iquales, pusden resolverse:

s medante un cambio de base,
tomando  logaritmos  en ambos  miembros de &
eCuacion,

Ejemplo: Calcular logs 8

Si lamamos y al logaritmo en base 3 de B, la ecuacion
asociada es:

logz8=y = 3' =8

Tal cual s& ha indicado antenommente, la ecuacidn antenor
podrd  resclverse directamente si los dos términos de la
ecuacion pueden expresarse en la misma base,



Para comprobarlo basta con descomponer las bases (3, 8) de
armbos términos en el producto de sus factores:

3=3 {ya que s un ndmero priro’)
g=2"

Sustituyendo en la ecuacion anteron
3 =2

Tal cual puede observarse, MO hemos obtenido una igualdad
de potencias de la misma base.

Por lo tanto, debemos resolverda mediante un cambio de base
o tomando logaritmos en ambos miembros de |a ecuacian,



e Calculo de la base de un logaritmo

Este tipo de ejercicios hace referencia a ecuaciones en las que la
incagrita es |a base del logantma,

Para resolver este tipo de ejercicios efectuaremos los siguientes
pasos:

1.

Plantear la ecuacion exponencial asociada al logaritmo
que Conocemos.

La definicion de logaritmo de un ndmero permite plantear una
ecuacion exponencial que relaciona dicho ndmero con su
logaritmo v con la base del misma,

Para ello recordamos gue dado a, un ndmeroc real positivo vy
distinto de uno, se llama logaritmo en base a de un nilmero

conocido ¢ {es decir logg #) a otro namero y, que cumple:

EI?:K

Por tanto silog, © = y debe cumplirse |a ecuacian:

a =x
En este tipo de ejercicios se trata de, conociendo ® {un

nameroy e y (el wvalor del logaritmo de dicho namero), calcular
la base (@) en la que esta calculado el logantmao,

Hay gue hacer notar que, en los casos en los que en la
ecuacidn exponencial obtengamos una fraccion, deberemos
expresar dicha fraccion en forma de potencia (g

1 471 5. i1, 27%Y para de esta manera, obtener una
4 4 oz

igualdad entre potencias que nos permita resolver la ecuacian.

Ejemplo: Resolver log; 16 = 4

aplicando la definicion de logaritrmo obtenemos la  siguiente
ecuacion exponencial:

l0g= H=4=a =16

Para calcular la base a debemos resolver la  ecuacidn
exponencial anterior,

Resolver la ecuacidon exponencial planteada.

En la mayoria de los gjercicios de este fipo, la ecuacion
resultante del paso anterior puede resolerse extrayendo, en
los dos miembros de la misma, la raiz de indice igual al
exponente de la base (a).



En el ejemplo el exponente de la base en la ecuacion
exponencial es 4 por lo tanto, para calcular la base, debemos
extraer la raiz cuarta (indice 4);

e Yt =Y le=a=Y1p =2

Conwviene recordar nuevamente gque la base de cualguier
logaritmo debe ser real positiva y distinta de uno, por o tanto
debemos descartar las soluciones negativas de las raices de
indice par.

Solucion a=2



e Ecuacdiones logaritmicas.

Este tipo de ejercicios hace referencia a ecuaciones en las que:

# L3 ecuacion contiene logantmos,

¢« Uno o mas logantmos de la ecuacion contienen a la
incagnita: se dice que actian sobre la incognita.

Ejemplo: Resolver log (5 +3x)-log2-=1

La ecuacion del ejemplo:

¢ Presenta dos logaritmos.
¢ El primer logaritmo actda sobre la incoghita (contiene a
la incognita).

Por lo tanto se trata de una ecuacion logaritmica.

Efectuaremos los siguientes pasos:

1.

Expresar todos los términos de la ecuacion en forma de
logaritmo de la misma base.

Para poder resolver este tipo de ecuaciones, todos los
terminos de la  ecuacidn deben estar expresados  como
logaritmos de la misma base, por lo tanto:

# 5 |la ecuacion contiene logantmos de bases distintas

deberemos efectuar los cambios de base necesarios para
gque todaos ellos tengan la misma base.

Para ello aplicaremos la farmmula del cambio de base:

Mormalmente, en este nivel, los logantmos de las
ecuaciones gque se le plantean al alumno tienen todos ya
la misma base, por lo que no es necesario efectuar ningln
cambio de base

e 5 algdn temino de la ecuacion es un nidmero (y)

deberemos expresarlo como el logantmo de otro ndmero
{c) cuya base sea igual a la base de los demas logantmos
{a). Es decir, dado y debemos expresarlo como:

vy =logsc

Para ello necesitamos calcular €. Para calculado  nos
basamas en la relacion entre un logantmo v la ecuacion
exponencial asociada al mismo:

logac=y < a' =c



Aasi, el prAmer miembro la ecuacion del ejemplo presenta
logaritmos dedmales (base 100, mientras que el segundo
miembro es un namera ¢ = 13, por lo tanto debemaos
expresar el nimero dado v = 1 como el logantmo en base 10
de un namero © {1 = log,, ), es decir:

1:||:.g1,:,|:;:>1|:|1:.;:;>.;:1|:|
Par lo tanto:
1=1log 10
Sustituyendo en la ecuacion:
log (5 +32x%-log2 = log 10

Aplicar las propiedades de los logaritmos.

El objetivo de este paso es obtener una igualdad entre dos
logaritmos de la misma base,

Para ello, aplicamos en cada miembro de la ecuacion las
propiedades de los logantmos en el siguiente orden:

e N logs s =logs s

Esta propiedad permite introducir los  factores  gque
multiplican a un logaritmo dentro del logantmo.

e |oggxH+logay=Ilogs=y
&
logax-logay =loga = l0g axfdy

Estas propiedades perniten agrupar respectivamente las
sumas v restas de dos logaritmos en el logantmo de un
producto o cociente,

En el ejemplo, el primer miembro es una resta de logaritmos
que podemos, por tanto, expresada como el logantmo de un
cociente:

5+ 3x

log {5+ 3x)-log2 = log 5

Sustituyendo en la ecuacion obtenemos:

B+ 3

= log 10



Igualar las expresiones sobre las que actian los
logaritmos y resolver.

&) finalizar el paso anterior obtendremos wna igualdad entre
dos logantmos de |a misma base,

En este paso debemos tener en cuenta que, dos logaritmos de
la misma base, dnicamente son iguales si los témminos sobre
los que actla cada logartmo (Mo de dentro del logaritmo™) son
también iguales,

Por lo tanto, igualando los términos sobre los que actua cada
logaritmo, obtendremos una ecuacian sencilla y sin logaritmos,

asi, en el ejemplo:

E+3x E+3x
e S

E+3u=20=3w=20- 5 =15

Comprobar la solucidn.

Es posible gque la solucion gque hemos obtenido en el paso
anterior no sea solucion de la ecuacidn  logaritmica gque
queremos  resolver, Esto es debido a que dnicamente
existen los logaritmos de nimeros positivos,

Por lo tanto, si al sustituir en la ecuacion logaritmica el walor
de ® calculado en el paso anterior, obtenemos el logaritmo de
un namero no positiva {menor o igual a cero), significard que
para ese valor de ® el logaritmo no existe v por tanto, la
ecuacion no tiene solucion para dicho walor,

En el ejemplo, al sustituir ®x = 5 en la ecuacion logartmica
inicial abtenemaos:

logls +3xl-log2=1=logi5+3-5/-log2 =1
log20)-logz =1
Es decir, al sustituir en la ecuacion logaritmica = por =su walor

(% = L3, todos los logaritmos de la ecuacidn son logaritmos de

nameros positivos (20 > 00, por lo que pueden calcularse todos
ellos v por lo tanto, puede afirmarse que la solucidn » = § es
solucian de la ecuacian.

Solucion x =25



@Sistemas de ecuaciones con una ecuacién lineal y otra
logaritmica

Este tipo de ejercicios hace referencia a sistemas de  dos
ecuaciones con dos incognitas en los que una ecuacion es lineal
y la otra logaritmica.

Entendemos por ecuacion logaritmica agquella en la que:
¢ Laecuacidn contiene logantmos,

¢« Uno o mas logaritmos de la ecuacidn contienen una de las
incagnitas (o ambas) se dice Que actidan sobre las
incognitas.

Ejemplo: Resolver:
X4y =70
logx +logy =3

Para resolver este tipo de sistemas efectuaremos los siguientes
pasos:

1. Expresar todos los términos de la ecuacion logartmica
en forma de logaritmo de la misma base.

Para poder resolver este tipo de sistemas, todos los términos
de |a ecuacion logaritmica deben estar expresados como
logaritmos de |a misma base, por lo tanta;

s 5 la ecuacion logaritmica contiene logaritmos de bases
distintas deberemos efectuar los  cambios de  base
necesarios para que todos ellos tengan la misma base.

Para ello aplicaremos |a formula del cambio de basa:

||:|ga Wo= ng_bH

logy, 2
Mormalmente, en este nivel, los logantmos de  las
ecuaciones logaritmicas gue se |le plantean al alumno
tienen todos ya la misma base, por lo gue no es necesario
efectuar ningln cambio de base,

e S algun término de la ecuacion logaritmica es un ndmero
{y) deberemos expresado como el logantmo de  otro
namero {c) cuya base sea igual a la base de los demds
logaritmos  {a), Es decir, dado y debemos expresado
Como:

y =logs C
Para ello necesitarmos calcular ©. Para calculado nos

basamos en la relacion entre un logaritmo v la ecuacion
exponencial asociada al mismo:



logac=y <= a =c

Asi, el primer miermbro la ecuacion logaritmica {log = + log )
del sistema del ejemplo contiene dos logantmos decimales
{base 100, mientras gue & segundo miembro de  dicha
ecuacion es un namero {y =3), por lo tanto debemos expresar
el nimero dado y =3 como el logaritmo en base 10 de un

namera c {3 = logio ©), es decir:

J=logipc= 10° = ¢ = ¢ = 1000
Por lo tanto:
3 =log 1000

Sustituyendo en la ecuacian logaritmica del sistema:

w4y =70
log = +logy = logl000

Aplicar las propiedades de los logaritmos.

El ohjetivo de este paso es cobtener, en la ecuacion
logaritmica del sistema, una igualdad entre dos logartmos
de la misma base,

Para ello, aplicamos en cada miembro de la ecuacion las
propiedades de los logantmos en el siguiente orden:

« n-logsx=logs "

Esta propiedad permite introducir  los  factores  que
multiplican a un logaritmo dentro del logantmo.,

o  |ogs # +logyy =logg ®y
a
logs# - logs ¥ = logy = loga #fy

Estas propiedades permmiten agrupar respectivamente las
sumas y restas de dos logaritmos en el logantmo de un
producto o cociente,

En nuestro ejemplo, el primer miembro de la ecuacion

logaritmica es uwna suma de logantmos que podemos, por
tanta, expresarla como el logantmo de un producta:

log = + log v = log =y

Sustituyenda en el sistema del paso 1 abtenemos;

4y =70
log =y = log 1000



Iqualar las expresiones sobre las que actdan los
logaritmos y sustituir la ecuacion resultante en el
sistema.

&l finalizar el paso anterior, en la ecuacion logaritmica,
obtendremos una igualdad entre dos logaritros de la misma
hase.

En este paso debemos tener en cuenta gque, dos logaritmos de
la misma base, Onicamente son iguales si los téminos sobre
los que actla cada logaritmo (Mlo de dentro del logaritmo™) son
también iguales,

Por lo tanto, igualando los términos sobre los que actua cada
logaritmo, obtendremos una ecuacidn sin logaritmos,

Para resolver el sistema  debemos sustitur la ecuacion
logaritmica por esta nueva ecuacion sin logaritmos.

Asi, en el ejemplo, al sustituir en el sisterma del paso anterior

la ecuacion logaritmica log =y = log 1000 por |3 ecuacion
#y = 1000 obtenemos:

nt+y =70 . n+y =70
logxy = loglooa sy = 1000

Resolver el sistema sin logaritmos.
Si la ecuacion logartmica se ha sustituido por una ecuacion
lineal obtendremos un sistema de ecuaciones de primer grado
gque resolveremas por cualguiera de los metodos wa conocidos,
Si =2 ha sustituido por una de segundo grado resolveremos el
sistema despejando cualquiera de las incogritas en la ecuacion
lineal vy sustituyendala en la de segundo gradao.
En el ejemplo hemos sustituido la ecuacion logaritmica por
una de segundo grado (o =1000 es de segundo grado
porgue las incognitas estan multiplicandose v la suma de sus
exponentes es 1 + 1 = &), por o tanto;
s [Despejamos ¥ en la ecuacion lineal;
=70 -y

s Sustituimos en la segunda ecuacion:

(70 - vy = 1000

z
FOy - y* = 1000

Ordenamos de mayor a menor grado v transponemos todos
los terminos al primer miembra:

~y? + 70y - 1000 = O



Multipicamos los dos miembros por - 1;

w2 - 70y + 1000 = 0
las

la farmula de resclucian de

Para calcular y  aplicamos
ecuaciones de segundo grado:

v = 70+ /4900 - 41000 _ f0 %4900 - 4000

2 2

_ 70+4000 70+30
2 2

70+30 100
LrE e

2 2
T 70-30 40
2 2

Calcularmos ahora = a partir de la expresion = = 70 —

Paray = 50 ®=20

Para v =20 w =50



Comprobar las soluciones.

Es posible que las soluciones que hemos obtenido en el paso
anterior no sean solucidn del sistema inicial. Esto es debido a
que Onicamente existen los logartmos de ndmeros
positivos.

Por lo tanto, sial sustituir en la ecuacidon logaritmica del
sistema inicial los walores de ® e w calculados en el paso
anterior, obtenemos algan logaritmo de un ndmero no positivo
(menor o igual a cero), significara gque dicho logaritmo no
existe para tales valores de ® e y por lo que, tanto la ecuacion
logaritmica como el sistema no tiemen solucidn para estos
valores,

Asi en el ejemplo, para comprobar si las dos pargjas de
valores obtenidas son solucidn del sisterma sustituimos dichos
valores en el sistema:

PARA x = 20e y = 50:

20450 =70
[og20 +log50 = 3

Podemos  comprobar  gue, al sustitur en  la ecuacion
logaritmica ® =20 & y =50, todos los logantmaos de la ecuacion
son  logaritmos  de  ndmercs  positivos, por o gue  puede
afirmarse que la solucion ® =20 & y =50 es s=olucion de la
ecuacion logaritmica v por lo tanto del sistema.

PARA x = 50e y = 20:

E0+20 =70
log50 +logz20 = 3

Podemos  comprobar  que, al sustituir en |3 ecuacion
l[ogaritmica ® = B0 e y = 20, todos los logantmos de la
ecuacion son logaritmos de ndmeros  positivos, por o gue
puede afirmarse gque la solucion ®x = 50 e y = 20 es tambien
solucion de |a ecuacion logartmica v por lo tanto del sistema

Soluciones » =20,y = 30
®=a0, v =20



@ Sistemas de ecuaciones logaritmicas

Este tipo de egercicios hace referencia a sistemas de dos
ecuaciones logartmicas con dos incognitas.,

Entendemas por ecuacion logaritmica aquella en la que:
s  Laecuacion contiene logantmos,

s« lno o mas logaritmos de la ecuacion contienen una de las
incognitas (o ambas) se dice gque actdan sobre las
incognitas.

Para resolver este tipo de gjercicios efectuaremos los siguientes
pasos:

1. Descomponer los logaritmos que contienen a la
incognita.

El objetiva de este paso es gue cada logantmo contenga =olo
una de las incdgnitas, ®x 0 y.

Para ello debemos, aplicando las  propiedades  de  los
logaritmos, descomponer:

¢« ¢l logaritmo de un producto de en la suma de dos
logaritmos:

[0Qs #y = logs ¥ + logay

¢« g2l logaritmo de un cociente en la diferencia de dos
logaritmos:

logs #'v = logs % - logay

¢ el logaritmo de una potencia en el producto del exponente
por el logaritmo de la base:

logs & = l0ga
Ejemplo: Resolver
logx® - Slogy = -1
log =¥y =
La primera ecuacion contiene el logaritmo de una potencia la

cual puede expresarse como el producto del exponente por el
logaritmo de la base:

log W = 2 logxfexpresion 13

La segunda ecuacion contiene el logaritmo de un producto, el
cual puede expresarse como la suma de los logantmos de
cada uno de los factares:

log Ha}fz =log W+ log yz {expresion 2



Segln podemos observar en la expresion 2, al descomponer el
logaritmo del producto hemos obtenido los logaritmos de dos
potencias,

Cada uno de estos logaritmos puede  expresarse como el
producto del exponente por el logaritmo de la base:

log %' = 3logx {expresion 3
log v* = 2-logy {expresion 4)
Sustituyendo las expresiones 3 v 4 en la 2 obtenemos:
log #'" = 3log x + 2log v {expresion 5)

Sustituyendo las expresiones 1y & en el sistema obtenemos:

2logx -Elogy=-1
3logx +Zlogy =8

Efectuar un cambio de incognitas.

Se trata de sustituir los logantmos gue actdan sobre cada una
de las incdgnitas por otras incognitas z v t, de forma que
obtengamos un sistema de ecuaciones de prmer grado,

El cambio que suele efectuarse es el sigquiente:

log:. ®x ==
log.y =t

La mayoria de los logaritmos de estos sistemas son de base
decimal, es decir a = 10, por lo que el cambio mas habitual
es:

logx =z

logy =t

En ocasiones se plantean cambios del tipo log 5k = z. Estos
cambios suelen aplicarse  fundamentalmente en los casos en
o= que en las dos ecuaciones del sistema inicial contienen
la misma expresion logaritmica.

En el sistema del ejemplo efectuamos el cambio de incognitas
mas habitual:

logx =z

logy =t

Asi, el sistermna:
2z-L5t=-1
Jz+2t=8



Resolver el sisterma de ecuaciones de primer grado.

Fesolvemos el sistema de ecuaciones de primer grado por
cualquiera de los meétodos yva conocidas,

En el ejemplo lo resclvermos por &l método de reduccion:

Multiplicamos |a primera ecuacian por —3 v la segunda por 2

-bz + 15t = 3
Gz + 4t = 16
0 + 19t= 19
Despejando t
Re] t=19/19=1

Calculamos  z  despejandola en  la  primera  ecuacion vy
sustituyendo £ = 1.

2z-LHt=-1

2z =-1+ &t

-1+5Et
=

Para t =1

Deshacer el cambio de incognitas.

En el paso anteror hemos obtenido los wvalores de z v t, sin
emmbargo las incognitas que debemos calcular son ® e y. Para
calcularlas  utilizaremos  las ecuaciones  del  cambio  de
incagritas:

e logr==z
z=2=logu=2
dhora tenemos una ecuacion  logaritmica sencilla, Para
resolverla debemos expresar el segundo témmino (2 como
logaritmo decimal:

2=Ilogu

Para calcular u nos basamos en la ecuacion exponencial
asociada al logantmo antenor;

u=10° = 100 = 2 = log u = log 100

Sustituyendo en la ecuacion logartmica:
log = 2 = log » = log 100

Igualando  los  terminos  sobre los gque  actia cada
logaritmo, obtenemos:



% =100
log y =t
t=1=logy=1
shora tenemos una ecuacion logaritmica sencilla que ya
sabermos  resolver. Para resclverla debemos  expresar el
segundo témino (1) como logantmo decimal:

1=logu

Para calcular u nos basamos en la ecuacidn exponencial
asociada al logantmo antenor

u=10" = 10= 1 =log 10

Sustituyendo en la ecuacion logartmica:
log v = log 10

Igualando  los  terminos  sobre los que actia cada
logaritmo, obtenemos:

w =10

Soluciones x = 100, y = 10.



