INTRO. LIMITES DE SUCESIONES

Con el estudio de limites de sucesiones se inaugura el bloque tematico dedicado al
calculo (o analisis) infinitesimal. Este nombre se debe a que se va a especular con
cantidades infinitesimales (infinitamente pequenas) en el calculo diferencial e
integral, fundamentalmente, y se reflexionara acerca de sucesiones de nimeros al
considerar una cantidad infinita de términos. Los conceptos del analisis infinitesimal
son de una extraordinaria sutileza y el fruto de muchos afos de pensamiento.

En el estudio de progresiones se indicé que una sucesién es una coleccién de nimeros

dispuestos uno a continuacioén de otro y separados por comas. Esto puede considerarse
como una definicién poco rigurosa, pero una definicion mas exacta no ayudaria mucho a
entender con mayor claridad lo que es una sucesion.

En las progresiones, en general, se centré la atenciéon en un namero finito de términos; en
lo sucesivo tendra mas interés considerar los infinitos términos de una progresion.

Todas las progresiones geométricas cuya razédn, en valor absoluto, es menor que uno,
tienen algo en comun: los términos de la sucesion se van acercando a cero rapidamente (la
sucesién tiende a cero).

Por supuesto, no todas las sucesiones presentan la particularidad de que sus términos se
aproximen paulatinamente a un nimero, llamado limite de la sucesién. Las que asi se
comporten se llamaran convergentes y, de todas las sucesiones, éstas son las
merecedoras de estudio.

El concepto de limite ha sido de enorme utilidad en el desarrollo de las mateméticas; en él
se fundamenta el calculo infinitesimal.

Aunque muchos matematicos utilizaron la idea intuitiva de limite, fue el barén de Cauchy
(1789-1857), a principios del siglo xiX, quien dio una definicion satisfactoria de limite y, en
consecuencia, de derivada de una funcion.

SUCESIONES. LIMITES

Una sucesion genérica se simboliza por a1, a2, a3, ..., an , ... en la que el subindice
denota, con toda exactitud, el lugar que cada término ocupa en la misma. Asi, a5 es el
quinto término de la sucesién.

Cuando en una sucesion haya que referirse a un término cualquiera sin especificar el lugar
que ocupa se hara siempre mencion al término an , denominado término n-ésimo. En

definitiva, el lugar que cada término tome en una sucesion sera de vital importancia a la
hora de hacer un minimo andlisis del comportamiento de la sucesion.

La simbolizaciéon de una sucesion por a1, a2, a3, ..., an , -..; 0 mas simplificadamente



(an ), no es en modo alguno gratuita. Los subindices recorren los nimeros naturales

porgue una sucesién tiene tantos elementos como nimeros naturales hay; es decir, una
sucesioén tiene una cantidad infinita numerable de términos.

Se debe recordar que el término general de una sucesion es una expresion que permite
conocer un elemento cualquiera siempre que se sepa el lugar que ocupa.

Entorno

Dado un punto (nimero) a, un entorno centrado en a es un intervalo de la forma
(a- ¢, a+e¢); esdecir, es el conjunto de puntos x talesque a-e< x<a+¢.

Ejercicio: calculo del término general de una sucesion

@ Encontrar el quincuagésimo término de la sucesion 1, 3, 5, 7,...

Resolucioén:

® Es una progresion aritmética de diferencia 2.

® Su término general es:
an=1+(n-1)2=2n-1

® a50)=250-1=99

5 7 9

E t | térmi ldel i =, =, —=, =, ...
&) Encontrar el término general de la sucesidn TR L

Resolucion:

® | 0os numeradores forman una progresion aritmética de diferencia 2. Su término general
esan =2n+1

® Cada denominador es el cuadrado de su numerador aumentado en una unidad:
10=32 +1;26=52+1;50=72+1;82=92 +1

® E| término general de la sucesion es:

b= _fn - 2o+l 2n+
a2l ZneNZe1 4rfedn+2

El problema del limite
Encontrar el limite de una sucesion es un problema que consiste en determinar a qué
namero, Si es que existe, se aproximan sus términos.

1
>

1

En la sucesian 1, FqrE cuyo termino general es, evidentemente, a, =

L] —
m| —
S =



al aumentar n (el nimero de orden), an  esta cada vez mas préximo a cero:

1

1
: = = [0,000001
5 #1000 1000 )

1
= 0001 #1000 000 = To57 OAg

35:

1.Ningun término de la sucesién llega a valer cero.

2.Elegido un entorno centrado en cero, por pequefio que éste sea, siempre se encuentra
un término tal que a partir de él todos los términos de la sucesion estan dentro de ese
entorno.

Por ejemplo, si se elige el entorno (-0,0001 ; 0,0001), a partir del término a1 () QQ(Q. todos
los demés términos (anp , n> 10 000) estan en dicho entorno.

En efecto:

®a10 000 =0,0001. Coincide con uno de los extremos del intervalo y, por definicion, no
tiene cabida en él.

* Swoom = m = 00000999 <0,.0001 v, portanto, pertenece al intervalo

(-0,0001 ; 0,0001).

®Sin>10001,an <aiQ Q01 < 0,0001

® Se concluye que si n> 10 000, an < (-0,0001; 0.0001).

Este ejemplo pone las cosas a punto para comprender la definiciéon de limite de una
sucesion.

LIMITE DE UNA SUCESION

L= Dada una sucesion (an ), se dice que (an ) tiene por limite I, tiende a | o converge a |
cuando ntiende a infinito (), y se simbolizara

firw &, =1,
R
0 mas simplificadamente
(an ) — 1,

si para todo € > 0 (épsilon) tan pequefo como se quiera, existe un subindice n() tal que
paratodo n>n(), an pertenece al entorno (/- ¢, I +¢).

Es decir, a partir de un elemento en adelante todos caen en el entorno citado.
Esto significa que paran=n(Q, |an -/|<e.



Y recordando el significado de valor absoluto, | an - /| < € se traduce en
-€ < an -/<eg, ysumando /a los tres miembros de la desigualdad, /-e < an </ +&.

EL nimero n() que se ha de encontrar para cada ¢, depende de éste.

En general, cuando mas pequefio se tomo €, mayor ha de ser el n() correspondiente.

Sucesion convergente
Toda sucesién que tenga limite se dice que es convergente.

Una sucesion (an ) que tenga por limite /, se dir4 que tiende a / o que converge a /.

Ejercicio: Demostracion de fim a, =/
H—re

1

(I Demostrar gue la sucesidn 1, T3

, ... COnverge a cero.

| —

Resolucion:
®Se toma un € cualquiera (sin especificar mas).

®Hay que encontrar un ng talqueparan>ng ,0-e<an <0 +¢.

1 1
Como &, = —, hayque encontrarun n, tal que paranin,, - £<—< &
n ]
1 L, -
De — < zge deduce, sin mas gque multiplicar par n, que 1< ne
]
: 1
Y despejando n, 0y —.
£

. 1
Caomao n 2 n,, hasta elegir n, de modo que n 2 0, > —.
£

1

Asi, i se elige, £ = > J000
Sl sl se elige, £ 1ﬂD|:||:|

el ny que hay gue tomar es ny =1000.

1
1000

. 1 1

En efect >y 1000 == —

nefecto, sinz R N
1

que - s (= (e = 2

1EIEIEI<n<1EIEIEI

= 2 De este modo se cumple

Esto significa que elegido un £= , a parirdeltérmina n, = 1001, todos los

1
1000



L L] . 1 1
términos de la sucesidn - se encuentran en elintervalo [ oo m]

. 1
De todo lo anterior se deduce que —— 0.
n

2. Decidir si la sucesién de término general
_2n-3
n+5
es convergente y, en caso afirmativo, hallar el limite.

@

Resolucion:

® Paran=1,a1 =-1/6 =-0,1666

Paran=7, a7 =0,9166

Sion =142, 142 =19115k; 4200 :%:1}39?5; 45000 =19974,

a10 000 = 1,9997001; a30 000 = 1,9995667;...

Todo parece indicar que el limite de esta sucesion, cuando n tiende a infinito, es 2.

Para probarlo, se hara uso de la definicion.
® Se toma un € cualquiera.

® Hay que ver a partir de qué nse cumple |an -2|<e.

[2n-3 =|—13|= 13 ‘s
| n+5 [n+5] n+5
. Lo 13
®*Hay que resolver la inecuacidn — <E
13<¢(n+5)=¢en+5e=13-5e<en.
Dividiendao los dos miembros entre 5:13 ik <h
®FElegido un £ cualquiera, hasta tomar ny > 13-52
1
13-5 ——
Faor ejermplo, s 2= Lhg 1000 =92 ggs,
1000 1

1000



En consecuencia, a12 966, a12 997, a12 998 ... estan todos contenidos en el

1 1
entarno [2 - W_, 2+ m]

Primera propiedad de las sucesiones convergentes
a) Si una sucesion (an ) tiene limite / positivo, existe un término a partir del cual

todos los términos de la sucesion son positivos.

b) Si una sucesion (an ) tiene limite / negativo, existe un término a partir del cual
los términos de la sucesién son negativos.

¢) Si una sucesion converge a cero, no se puede asegurar nada acerca del signo de cada
uno de los términos de la sucesion.

Demostracion:

&) Siles positivo, se toma £ = %y se cansidera el entarno [% %]

®Por definicion de limite de una sucesion, existe un subindice n() tal que para
. T
n:n,, &, esta en el entarno 35 3)

. . ! . .
®Esto quiere decirque 0 < 5 < &y, 0 que prueba que a partir de untérmino en

adelante, los que le siguen son positivos.

B Sifes negativo, se considera el entorno [% %] donde £ = Ef

El razonamiento es anélogo al del caso anterior.

L.
T

W —
| —
o =

. ., 1
c) Basta con poner un ejemplo. La sucesidn -1, 50T

N -13" A
cuyo término general es u converge claramente a cero y sus té rminos
n

son alternadamente positivos y negativos.

Sucesiones alternadas
Son aquellas que alternan los signos de sus términos (positivo, negativo, positivo).

Sucesiones divergentes
Una sucesion es divergente si los términos se aproximan cada vez mas a infinito 0 a menos
infinito (+c0 6 — ). Expresado de forma rigurosa:




®Una sucesion (an ) tiene por limite +c 6 diverge a + si elegido un numero k tan grande
como se quiere, se puede encontrar un subindice ng  tal que para cualquier
nzng ,an >k

Esto es equivalente a afirmar que paran>=ng , an estaen elintervalo (k, +e), es decir,
los términos se hacen tan grandes como se quiera.

®Una sucesion (an ) tiene por limite - 6 diverge a - si elegido un nimero k tan
grande como se quiere, se puede encontrar un subindice ng tal que para cualquier
nxzng ,an <-k

Esto equivale a decirque paran=ng , an pertenece al intervalo (-oo, —kK).

Igual que en las sucesiones convergentes, para cada numero k elegido, el subindice ng
sera distinto. Cuanto mayor sea k, mayor resultara ng

Sucesion oscilante
== Una sucesion (an ) se dice que es oscilante si no es convergente ni divergente.

Ejercicio: sucesiones divergentes y oscilantes

@ Probar que la sucesion an = 5n‘2 - 9 diverge a +oo.

Resolucién:
®Se elige un nimero k tan grande como se desee. Por ejemplo k = 108.

®Hay que encontrar los valores de n para los cuales an >108, es decir, 5n2- 9 >108.

®En5n2 - 9> 108 se suma 9 a los dos miembros: 5n2 > 108 + 9 = 100 000 009.

Se divide entre 5: n2 > w: Hox 1{@ =4 472

A partir del término a4 473, an > 108.

@ ;Tiene limite la sucesion apy = (-1)n -3?
Resolucion:

® | os términos de esta sucesién son:
-3, 3, -3,3, -3,3, ...



®| asucesibn an = (-1)n -3 es oscilante.

® Se ha de probar que no tiene limite: los posibles limites son 3 y -3.

Supdngase que Nm o, =3
Yoo

Sisetomae =1, los términos impares a2n-1 = -3 no éstan en el intervalo
(I-¢,I+¢)=(2, 4). No se puede encontrar un n() a partir del cual todos los términos estan
dentro del intervalo (2, 4).

Supdngase gque i a, = -3
o ]

Si se toma € = 1, los términos pares a2 = 3 no se encuentranen (/-¢, [ +¢) =
(-4, 2). No se puede encontrar un n() a partir del cual todos los términos estén dentro del
intervalo (-4, 2).

®Es facilobservar que lim g, # =
H—wa

Por lo tanto la sucesion es oscilante.

Es facil caer en la tentacion de tomar el intervalo (-4,10) y pensar que puesto que todos los
términos de la sucesion pertenecen a él, la sucesion deberia tener limite.

Sin embargo, la definicién de limite obliga a que elegido un € cualquiera todos, salvo una
cantidad finita de términos, queden en el intervalo (/- €, | + €). Basta, pues, elegir un € para
el que no se cumpla esta premisa y concluir que la sucesién no tiene limite.

SUCESIONES ACOTADAS

Sucesiones acotadas superiormente e inferiormente
Una sucesion (an ) esta acotada superiormente si existe un numero k tal que cualquier

término de la sucesién es menor o igual que k, es decir, para todo n,
an <k

Al nimero k se le llama cota superior de la sucesién.

De la misma forma, una sucesion esta acotada inferiormente si existe un nimero M tal que
cualquier término de la sucesién es mayor o igual que M. En consecuencia, para cualquier
nan =M.

Al nimero M se le llama cota inferior de la sucesion.

Sucesion acotada
Una sucesion que esta acotada superiormente e inferiormente se dice que esta acotada.
En este caso existe un numero ktal que -k<an <k, es decir, |an | < k.



Observando estas definiciones es claro que una sucesion que diverge a +e« no puede estar
acotada superiormente, y una sucesion que diverge a -« no esta acotada inferiormente.

Ejercicio: ejemplos de sucesiones acotadas

1 .
esta acotada

. . . +
(I Probar que la sucesidn de término general g, = =
h

inferiormente por 2 y superiormente por 3.

Resolucion:

2n° +1
®*Hay que demostrar que a, = . 22

Multiplicando ambos miembros por n2: 2n2 +12 2n2.

Restando 2n‘2 :12>0, lo cual es cierto.

+7

.".l2

Par lo tanto

2y a,estd acotada inferiormente por 2.

+7

ne

®*Hay que probar gque 2 <3 : es decir, 207 +1<3n°.

Restando 2n2 a los dos miembros, 1< n2.
Y esto es cierto ya que n es un nimero natural.

Luego 2 +

=— £3 y ap esta acotada superiorments por 3.
b

+1 .
estd acotada.

L2t
@ Probar que la sucesidn

n2

Resolucion:

®En el ejemplo anterior se ha visto que 2 2

0% +1

7

Escribiendo -4 <2< 27" <3 ¢4, 50 4
scriblendo { _T_ <4, ze tiene gue

<4

Otras propiedades de las sucesiones convergentes
® Propiedad 1

Cualquiera sucesién convergente esta acotada.



® Propiedad 2

Si(an )y (bn ) son dos sucesiones convergentes con limites L{ y L2 respectivamente,
ytalesque an <bn paratodo n, entonces L1 < LD.

Esdecir, de a, < b, se deduce que fim 2,4 lim B,
oo oo

® Propiedad 3

Si(an ), (bn )y (cn ) sontres sucesiones convergentestalesque an <bn <cn

paratadan, y fm a,=L= lim c,, entonces lim B, =L
] ] ]

La dltima propiedad se utiliza en numerosas ocasiones para determinar el limite de una
sucesion si se conocen los limites de otras dos sucesiones, una de ellas con términos
mayores que las de la primera y la otra con términos menores.

Ejercicio: célculo de limites

. . . n-1
(T Calcular el limite de la sucesidn de término general &, = —
ki
Resolucion:
0« n-1
. e a-1 1
®Es claro que para cualguier m, 0 — < —
y —n_1 % i = l nz n
e

® | a sucesion constante 0: 0, 0, 0, 0, ... tiene por limite 0.

®| 5 sucesidn b, = — tambien tiene por limite cero. Por consiguiente
]

e 02 Wi n_—1 £ lim 1— =0,
h—e h—re n2 o )
. oh-
y se concluye que M —— =10
P

INFINITESIMOS

Una sucesion es un infinitésimo si es convergente y tiene por limite cero.

(#,) esun infinitésimo si fire &, = 0. Par definicidn de imite, (2,) s un
o

infinitésimo si para todo ¢ existe un n() tal que paratodon>n() ,|an -0|=lan |<e.



Ejemplos:

o o 1
1. La sucesion — es uninfinité simo pues — =10
" ]
3 L oon-l tra infinitd s . ha vist a1 q
. La sucesidn ?— es otro infinité simo pues segln se ha visto, —nz——>

Propiedades de los infinitésimos
1. La suma de dos infinitésimos es un infinitésimo

Siliman =0ylimbn =0=lman +bn )=0
2. El producto de un infinitésimo por una sucesién acotada es un infinitésimo.
Siliman =0ybn esacotada= liman -bn )=0
3. El producto de infinitésimos es un infinitésimo.
Siliman =0ylimbn =0=lman -bn )=0
4. El producto de un namero por un infinitésimo es un infinitésimo.
Siliman =0=limkan )=0
5. Si una sucesion (any ) converge a L, la sucesion (ann - L) es un infinitésimo.

Siliman =L=liman -L)=0

PROP. DE LIMITES DE SUC.

Primera propiedad
La suma de dos sucesiones convergentes es convergente y su limite es la suma de los
limites.

lima, = 4

= mla,+b,) =L +L
.l'."mf.'h:."_z} m:n nj lII-‘1 2

Segunda propiedad
La diferencia de dos sucesiones convergentes es convergente y su limite es la diferencia
de los limites.

lirn &, = L

Jirm By, = I,'_2};\' lirkay - byl =Ly - i3

Tercera propiedad



El producto de dos sucesiones convergentes es convergente y su limite es el producto de
los limites.
firm a, = L

fim B, = -"_2};\. lralay, Byl =4 Ly

Cuarta propiedad
Si una sucesion (an ) tiene limite L, distinto de 0, y tiene todos sus términos también

. ... Bs convergente v su limite

il

distintos de O, entonces la sucesidn [1_] = i a1
) H F2 &

=351

| —

Ia'ma,,',:.f_#ljl};\_ﬁ 1 _1

a, t0 ¥, ap

Quinta propiedad
Sean (an )y (bn ) dos sucesiones convergentes que tienen por limites L] y LD.

Siademas by, #0 paratodo ny Ly #0, la sucesidn [ﬁ] es convergente vy tiene

T
par limite -f-_z
lim a, = L
imb, =l 20 #Ia'm%=i—1
5,0, noe

CALCULO DE LIMITES (1)

- . 1 . .
Limites de sucesiones a, = —r siendo m un nimero natural
"

Esclaro que 02 Lm 4 1— Se ha comprobado que  fim 1 =0
h n F—rco £l

Por una de las propiedades de sucesiones convergentes,

e 02 lim L < him l
e o g™ pae

Como fimm O=0vy lim l =0, fim 1—=EI.
b b 1l pson

P . - . U -
Limites de sucesiones de término general a; = # ', con m niimero natural

La sucesion anp = ntiende a «, ya que sus términos se hacen tan grandes como



se quiera.

FPara cualguier namera natural m, W™ > 0 Portanto, si fim n= e, lim o n™ = e
=0 i

Ejemplo: calculo de limites

. 2n . 1
(D) Dada la sucesidn a, = ——, calcular fim —.
n+5 R Ay,

Resolucion:

. L 2h . i
®5e comprohd que la sucesidn a, = z tiene limite 2 # 0.
n+

. 2n-3
®Para cualquier b, a, = 2
nta

n+5=1

®*Por |o tanto l= n+o su limite es  fim —
‘e 2n-3 7 ae2n-3 2

. Lo 1
& Calcular el limite de la sucesidn —-
I

Resolucion:

. 1
®La sucesion es de laforma &, = — conm= 3.
]

®*Cor tanto, M =0

=

. .. &
i Caleular el limite de la sucesidn —-
n

Resolucion:

®*Por las propiedades de los limites, fm E = fim& lim lz =5-0=0
e ."?2 Hroe e 1

@ Calcular fim (77 -7).
Bt

Resolucion:

®Se saca factor comidn n3.

3 o3 i
=7 =l - —=
(-]



=1-0

®5e sahe que J'."m1=lil,purtantn, fim - 1
h—on

7
" i

*Como fim n° = =, J'."m(nS =71 =l n3[1 —13] =wl=a
=0 F—ro B i

S Calcular dim (-n° +3n+10).
Fr—on
Resolucion:

®Se saca factor comun n2 (siempre el término de mayor grado):

2 _ an 1II|]_ 2[ 310
-n +3n+1EI—n2[—1+_+_ =n2[ 142
oo nonf

®*Como J'."m§=lilj,f J'."mE=EI, J'."m[—1+§+E]=—1+EI+EI=—1

o h ] ool N

sFinalmente, Jim(-n°+3n+10)= fim r* —1+3+%]=m-|;—1;|=—m
b o oon

Antes de pasar a estudiar el siguiente caso de limites de sucesiones es preciso conocer
una propiedad que sera de frecuente uso.

Propiedad
Si (an ) es una sucesion que tiene limite a= 0y (bn ) es otra sucesion que converge

. an
a cero, entonces fim =% = e,
pm By

lim g, =a #0 . a
firm 2
imb,=0 g,

= o

Ejemplo: calculo de limites

D Calcular fim M

B B+ 5

Resolucion:

2n-3)r" _2n-3 1
n+5 n+h pl

®Basta observar que

®5e ha probado que  fim M =2+#0 yse sahe que hm lz =
pm R+ E B by

®*Por |la propiedad anterior, fim —(2”_3:'”2 =«
pe R+ h



Limites de sucesiones de término general un cociente de polinomios

_ apnp+ap_1n"_1+... +a n+ag
Se trata de calcular fim =
e i by n¥ T e L e iy

Se distinguen tres casos:
A)p>aq.
®Se divide numerador y denominador entre nP con o que la fraccion no varia.

Bt + a, Ve vanea,

firm = =
e ¥ b 0¥ s hne iy

ap+ap_1'l+ +a1 1_1 +al:'.1_

i) n* n*

= lim T T T 7
: - . . - .
B g Py et TR T R

) 1 ) 1 ) 1
®Porn i A, — = WM Gp-0-— = ... = i a,-—=10
o » 1 4] oo # 2 n2 =Y. ] o np

® Por tanto, el limite del numerador es ap sin mas que aplicar la propiedad del limite de
una suma de sucesiones.

. . 1 . 1
o fim 27 = im b = = dimb,— =0
M e e T T T

por lo que el limite del denominador es cero.

aph+ L rantag

®*[or o tanto, M

_
Hm%nq+ +f:,||,r;|+f_',!:I 1]
Si ap > 0, el limite es +oo.

Si ap < 0, el limite es -co.

B)p=q
®En este caso se divide numerador y denominador entre nP -

=1

i agtl +ayqnf e L *@ Nt ag _
=

e e b 0T e L hne iy




1
Bpt@p_q —*+ .. ta

. o1 )
= lim ? ”1 ":I’ﬂ
A T : —
S " n"“1+bﬂ n?
®Fero fim & 1. firm & A = Im S lim a .i:D
i PG A S UL A
Por lo que el limite del numerador es ap -
Y lm b, -l= fim B, -i: = M Q-L: ren ba.lzg
A A N

El limite del denominador es bp .

El limite es, por tanto, el cociente de los coeficientes de los monomios de mayor grado del
numerador y denominador.

C)p<q

®Se divide numerador y denominador entre na:

#
a,nt L tanta,

Ik =
Hmbqnq+ .ot BNt by, Hmbq+bq_1-l+ bRt By —

® Andlogamente a los casos anteriores,

i - 1 = NI B - ! = lirm - 1 -Ia'ma-1-lil
Y A L T o gt T R e g T

por lo que el limite del numerador es cero.

® Se observa, como en los casos anteriores, que el limite del denominador es bp .

® Aplicando la propiedad del limite de un cociente,

Si Py Q son dos polinomios de la forma descrita y tales que grado P = py grado
Q = g, entonces:



Sip>a, Sip=g Sip<q
° a
lim_ = tm wm lim— =0
o G By Q

Ejemplo: calculo de limites

g _
T Calcular  fim M
B TRt -n-1

Resolucion:
El grado del numerador, 3, es mayor que el del denominador, que es 2. Como el coeficiente

de n3 es-1<0,

I -nd +En-7 _

lim ————— = ~w

P S

& Hallar fim 2n-5)(n-3)
roe 3t + n-1044

Resolucion:

Operando en el numerador, 2(n-5)(n-3) = 2n2 - 16n + 30, se observa que el grado del
numerador es igual al del denominador, esto es, 2.

_ 2nf -1Gn+30 2
.ﬂ'.”ﬂ 2— = =
preInt + 1044 3

{3 Encontrar el limite, cuando p tiende a infinito, de =
(=7

Resolucion:

® Haciendo uso de que una suma por una diferencia es igual a la diferencia de cuadrados,

W7 7 ey o1 712122234 4
® Aplicando la propiedad distributiva del producto en el denominador,
(n34 -7)n= n35 -7n

® Asi, el grado del numerador es menor que el del denominador; consecuentemente,



ol
@ Demostrar que  fim — =0
= 1

Resolucion:

® Se puede observar que

1
H R h nRen L hehoon

Al onn-Nn-2(n-31... 21 Jan. -1

ya que cada factor del numerador, excepto el primero y el Ultimo, han sido sustituidos por

nameros mayores: n-1<n;n-2<n;..;2<n.
Al

®*Cor o tanto, 0L — £ —
ntoon

1 . _nl 1
*Pyesto que lim—=0, Mm0< m —< hm—=0, se concluye
J—woo F) Fr—wian F—wan nn f—wo F)

ool
Iien —n—EI

CALCULO DE LiMITES (1)

Otras propiedades para el calculo de limites
1. Si una sucesién (an ), cuyos términos son todos positivos, tiene limite a # 0,

entonces

firy dog a2, = og &
h—on

2. Si p es un numero positivo y (an ) es una sucesion que tiene por limite a, entonces

tim pfe = p®

e

3. Si (an ) es una sucesion de términos positivos que converge a un numero a
también positivo, entonces, para cualquier exponente s

fim (2,)° = a®

o2

4. Si (an ) es una sucesion de términos positivos convergente a un nimero a, mayor que
cero, y (bn ) es otra sucesion convergente a b, entonces



o bl

fim ayr = &

s

Ejercicio: calculo de limites

3
D Calcular Jim J'na‘ﬂnqﬁ
e gt - -4

Resolucion:

® Por ser un cociente de polinomios en el que los grados del numerador y denominador
son iguales,

i —————=—=73

5]

3 -20%+3 3
o+ nton-4 1

5_
® 5o concluye que  Nim Inw =
pse pt e nt-n-d

n3

@ Caloular fim 557
oo
Resolucion:

®5i se ohserva que A7 =7V puesto que Jim 1. 0, fim 7V =70 =1
h—wan K H—roa

®*Por |o tanto,  feo 5@'?_' =5 =5
h—on

h=a

- In+T
3 Encontrar Ia'm[M]

pnol 2—1

n

Resolucion:

® Tanto la base como el exponente son casos de limites de cocientes de polinomios

gue tienen el mismo grado. El limite de la base es 2, y el del exponente %

1
®Par |a dltima propiedad vista, el limite que se pide vale 23 =372

Calculo de limites con sucesiones divergentes

Al aplicar las propiedades de calculo de limites a sucesiones divergentes hay que tomar
ciertas precauciones. Por ejemplo, ¢4 cudl es el limite de una suma de dos sucesiones, una
de las cuales diverge a + y la otra converge a un nimero cualquiera? Segun la propiedad
del limite de una suma de sucesiones, dicho limite habria de ser (+« +a), siendo a el limite
de la sucesion convergente. Ahora bien, ;qué significa la suma (+e +a)? Intuitivamente
significa que se estd sumando una cantidad infinitamente grande a un ndmero; desde luego
la cantidad resultante ha de ser infinitamente grande. Esto puede simbolizarse escribiendo



(+00) + @ = +o0

lo cual induce a pensar que la suma de una sucesién divergente y otra convergente,
necesariamente es divergente.

Analogamente, si un nimero menor que 1 se multiplica consigo mismo, cada vez que se
hace uno de estos productos, el resultado va haciéndose menor.

2 3 4
A K Y )
En efecto, [5] =7 [2] = [2] B ete.

Si este proceso se repite hasta el infinito, no parece descabellado pensar que si una
sucesion (an ) converge a un nimero positivo y menor que 1y otra sucesion

(B,) tiende a + <, el limite de af» Sed Cero.

Este hecho puede simbolizarse por atee - 0,siendo0<a<1.

Utilizando este simbolismo se tienen los siguientes resultados:

Ejemplo: calculo de limites

35 +T
{2 -3n+1] »-3
{0 Calcular b
h— 4 52 -5
Resolucion:

1
1

2
® | a base es un cociente de dos polinomios del mismo grado, por tanto su limite es 4

® E| exponente es también un cociente de dos polinomios en los que el grado del

denominador es menor que el del numerador; y por ser el coeficiente de n5 negativo, el
limite es -c.

® L= el limite es de la forma [%] = 4w

S5 +7
{2n?-3n+1] »-3
Ik = 4
pool  Apf -5
o e
@ Hallar fm 3 -n 5. 750+ n
et m o+ 2n

Resolucion:



® Es el limite de un producto. El primer factor es un cociente de dos polinomios siendo el
grado del numerador mayor que el del denominador, y al ser el coeficiente de mayor grado
del numerador 3, positivo, el limite es +co.

® E| segundo factor es otro cociente de polinomios, esta vez del mismo

grado. Su limite es _1—5 = -5

El limite que se pide es de la forma (+)+(-5) = -

. [Snz—n—ﬁ -5r +n] _
lim : = -

e m o+ 2n

Limites indeterminados

Se llaman limites indeterminados a los que presentan alguna de estas formas:

. .D.i.D.I:I.-m
@ -eiDegi— e 000

Contra lo que se pudiera pensar, un limite de la forma « - « no da, en general, como

resultado cero, tampoco un limite de la forma 1°° da siempre como resultado uno. Por esta
razoén se les llama limites indeterminados y se requiere hacer un estudio particular para
cada caso.

Obsérvese que ya se han estudiado varios casos de indeterminaciones de la
forma — al tratar los limites de cocientes de polinomios v el resultado variaba de
(==

-o0 @ +o0 pasando por todos los valores intermedios.

Ejemplo: calculo de limites

(T Calcular Ia'm[m—ﬁ).
i

Resolucion:

®FEste limite es de la forma « — . Indeterminado.

Este limite se resuelve multiplicando y dividiendo por el conjugado, es decir, por
Jr+1+.fn (Elconjugado de a +bhes a- b))

- ) [T )
e (e 1+ )

i [n+1j— f

e o fn +...,'",r_;|

1
?

nﬂ[«m-«fﬁ)

® Por tanto el limite se reduce a calcular



Ik =1—=EI

=

En +1
& Calcular J'.'m

Resolucion:

® E| primer factor tiene por limite cero ya que el grado del numerador es menor que el del
denominador.

® E| segundo factor tiene por limite « pues el grado del numerador es mayor que el del
denominador.

® E| limite es por tanto de la forma 0- . Indeterminado.

® Multiplicando las dos fracciones:
1288+ 28+
el n=5  pP-gpfin-§

® Al ser un cociente de polinomios de igual grado,
. 2 +1 2

W ——————= =

pe - Enf e pn-6 1

=2

3 Caleular fim 22 ""I'_

h— 1

Resolucion:

o./n = = pues /n se hace tan grande como se desee.

. . . . o .
®n— o parla misma razdn. Ellimite es de la forma —. Indeterminado.

stdultiplicando y dividiendo por +r

'\E_'\E'ﬂ.l'?l: noo_ 1

T ndn ndn
o 1

®Myesto gue - — =, i 21 = I.'m———=EI
que +n Jm === i == 2



@ Calcular  fim L
Pl +3n -2

Resolucion:

®F| imite es de la forma i. Indeterminado.

oo

®Se saca factor comun n2 en la expresién n2 +3n-2:

2 _ 3n 2 _ 3 2
ne+3n-2=n [1+?—n—2]—n [1+E_?

l-,|I +3n-2 = n2[1+§—£]=n 1+§—i
noope 0o

'AQ'JEEH ) 2)2 ) ; 2
he+3n-2 _ _
”J*z 2 x’“ﬁ 7

®Camo .".".’?’.'E:D'_-,-' J'."miﬂ:l, firm 1+_ 2. =1

oo ) s n2 s 2

®Finalmente, M = fim =

= f? +3n-2 *Hm$ 3_2

2n 2 %:z

+ —_-—
1 n

EL NUMERO E
1 n
El limite de |a sucesidn a, = [1 +E] , cuando i — = es

n
liren [1+ 1—] =17, indeterminado.

H—oe n



n
Sin emhbargo, se demuestra que  lim [1 +—] =e
e

El nimero e puede expresarse también asi:

Con la ayuda de una calculadora se pueden calcular algunos términos de esta sucesion:
al=(1+11=

100
=1+ — =2,7043138
100 [+1|:||:|] ,

1 000
4000 = [1 + m] = 27169239

1 1 000 000
] = 27182805

&1000 000 = [1 * T000 000

El limite de esta sucesién es el nimero irracional e = 2,7182818... (No sera demostrado por
su dificultad.)

Este resultado tiene gran importancia, ya que el niUmero e aparecerd, en general, en los

limites de la forma 1°° .

Propiedad para calcular limites de la forma 1*°
Si (&) ¥ (b,) son dos sucesiones tales que Wm a, =1y lim Bla, -1 =c, entonces
h—on h—on

fim ale = a°
B

Ejercicio: calculo de limites de la forma 1*°

R
O Calcular  limm [n_+1]

pseoh -1

Resolucion:

®FEste limite es de la forma 1°° . (Se resolvera sin aplicar la propiedad.)

® Dividiendo n+ 1 entre n- 1,



n+1 n-1
-n+1 1

2

®Hay que record ar que enuna divisidn 0 = o -c+ r= % S

ol
Par o tanto, L1=1+ 2
n-1 n-1
.2 1
®*5e hace el cambio m=;=>n—1=2x;*—n=2x+1

Esté claro que sin — o, x — oo

L] n 2x#
® i [n_+1] = ke [1 + 2 ] = lim (1 + l]
peoh -1 F—o n-1 0 X
® Por las propiedades de las potencias,

2+ 2 i 2
. J'a'm[1+1—] - him [[1+l] -[1+l]l - lim [[1+1] l - J'a'm[1+l
D X e e X X e e X e e

1Y Y 1
*Parg  fim [1 +—] =g, luego Nm [1 +—] = g? vy lim [1 +—] =1
o X e Ey e X

. Lo . i+ n_ 2o, 2
® 5o tiene, por consiguiente, que  Nim e 1=¢g
=y -1

R+
D Calcular  lim EH_S] #
h=eh 20+ 5
Resolucion:
®Es yn limite de la forma 17 pues  fim 2n-3_.2 =1y lm ikl = w
p=eZn+s 2 e -

Se resolvera aplicando la propiedad.

. 2n-3 s
IR v R
b e _1j:n2+1[2n—3_]: -B¢F -8
L n-142n+5 20 +3n-5
. -8 -8 g
® fim bla, -1 = fim——t % = 2=y
Bl == e T3



® Aplicando la propiedad,
nE+

ﬁm[En—S] P i aﬁ» =gt =

1
prech 2+ 5 p—ron ;I

p—roh 1+ 3

h+l
& Hallar i [ ne ij]

Resolucion:

®Este limite es de la forma 1°°. (No se aplicara la propiedad)

® Se divide n + 4 entre n + 3:

n+d n+3
-n-3 1
1
n+d 1
=1+
n+3 n+3

1
fn+3

®*5e hace la identificacidn

=x=h+3= h+l=x-2

|

Cuando n — o, X >

h+1 h+l
. J'."m[n+4] = J'."m[1+ ! ] =
p—roh 1+ 3 p—pon n+3

x—l X

SEEAYS
J'."m1+—]
xlo_e

_ el
- f 1 ] - 12 =€
e 1+—]
ot S
Sh-1
@ Calcular J'.".rw[n2 +3n
By -1

Resolucion:

®| imite de la forma 1°°.



2
e +3n
*5e llama ay, =

ne -1
e +3n 1
I = =_=1
o T L TE T
®3ih, =an-1, byla,-1) =En-1) %—1]=
2 2 2 _

- (5n-1) n +32 ae o+ =15n +2n-1

ne -1 -1

1502 +2n-1 15

. -Tr= g ——— " =_- =
e =T = b — e T8

= fim ap~ = e"
e

an-l
*Portanto, M ? +3n
A _nz_—1

b N bra, =11 15
=g






