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Facultad de Ciencias
Depto. de Matematica

Controles Resueltos Algebra 1

1. Aritmética

1. Demuestre que

n—|—1 1

Za 1 aZ1ANa#0 (%)

En efecto:

n n
@ DY = Y
' i=0 i=0
= (a+ad®+a®+a* + - +a" +a") -
= ¢"" -1
Luego, despejando tenemos que

n—|—1 1

Za a—1

2. Use (%) encima, para calcular

100 1 1
2 (5)
1

(l+a+a*+a*+a*+---

+a")
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En efecto:

2() - i20)

=1

B 1 99 <1>z
24 2
1=0

Aplicando directamente (x) para a = %, tenemos que:

S6) - ()

3. Demuestre usando Inducciéon matematica que la férmula proposi-

cional.
F(n) : ZiQi_l =1+ (n—1)2". Es verdadera (Vn;n €
i=1
N)
Respuesta:

Etapa 1. Por demostrar que F'(1) es verdadera.

Por una parte;

1
Z 2t = 1.90
=1

Por otra parte;
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I+1-12" = 140-2

Asi que,

1
Yottt = 14+ (1-1)2"
i=1

Luego, F'(1) es verdadera
Etapa 2. Hipétesis de Induccion

F (k) es verdadera.

Esto es.
k .
Y2 =14+ (k—1)2¢  (H)
=1

es verdadera.
Etapa 3. Tesis de Induccion

Por demostrar que F'(k + 1) es verdadera

e.e p.d.q.

k+1 .

D it =14 g2k

=1

En efecto
k+1 k
Yot = Y i 4 (k4 1)2k
=1 =1

1+ (k—1)2F + (k+1)2"
= 1+2k2"

— 1 + k2k+1
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Luego, F'(k+1) es verdadera y F'(n) es verdadera (Vn;n €
N)

4. Considere las progresiones:

G = {91,92,93---} progresiéon geométrica
A

= {3,a9,a3,...} progresién aritmética

tal que
® g3=12y g; =192
11 50

¢ Zgi = Zai
i=1 i=1

Determine la diferencia de la progresién A
Solucién
Etapa 1 :

Sea d la diferencia de la progresién aritmética A = {3, as, as, ... }
Etapa 2 : Datos

(i) Si G es una progresién geométrica entonces

2
. . gr-rc = 12
g3—12/\g7—192 <~ 91‘7"6 — 199
192
4—_
T
— r*=16

= r=2 AN ¢ =3 (%)



Ricardo Santander Baeza Universidad de Santiago de Chile 5

(ii) Aplicando (*) tenemos que

11 50 50
P = a; <= 3211—1 = —(6+49d
;g ZZ:; ( ) =5 )

< 6141 = 150 + 1225d

= 1225d = 5991
5991

T 1225

5. Considere tres nimeros z, y, z tales que verifican las propiedades:
e G ={x,y,z} es una Progresién Geométrica
er+y+2z=093
o A = {x,y,as,a4,0as,a¢,2,0as,...} es una Progresiéon Arit-

mética.
Determine z, y, z.
Solucién
Etapa 1. Sea G = {z,y, z} la progresién geométrica pedida.
Etapa 2. Datos

e (G es una progresion geométrica entonces

e r+y—+2=093siy sblosi

Z by +yr=03

Luego,

93
Sl
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e Como A es una progresion aritmética entonces

r=y—d
z=1y-+5d
Asi que
d
T r—1
6d
Y y6d = yr:>y=—2T
T T 1
Asi que
dr 6dr —ros
r—1  r2-1 "=
Asi que
B 93-5
Y= 145+
_93-5
31
= 15

Finalmente los nimeros son
15
G = {g, 15,15-} = {3,15,75}

Tambien podemos calcular A, pues como 15 — d = 3 entonces
d=12. Asi que

A = {3 ,15,27,39,51,63, 75 ...}
a1 a2 ar

6. Determine (si existe), el término independiente de u en el desar-
rollo binomial

e

Solucién
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Etapa 1. Sea

. B 28 s 28—k 1
A k [u } [u2]"
El término pedido.

Etapa 2. Si tx,; es el término pedido si y sélo si:

o= (2
- ( 2k8 ) [u]@ %
— ( 2k8 ) [u]@

Finalmente, t;,; es independiente de u si y sélo si:
84 — Tk
2
Asi que, £ =12 y el término pedido es:

28
t13 = < 12 )

7. Considere el desarrollo binomial.

B = (x—i)n (neN)

x3

= 0

Demuestre que: “si existe un término digamos, que contiene a
=% entonces n debe ser un miltiplo de 4. ”

Solucién
Etapa 1 : Salida
Sea ts11 el término pedido.

Etapa 2 : Datos
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(i) Si ts41 es el término pedido entonces

n -1\°
ts—l—l - (S> .’L'n_s (F)

(ii) si %™ aparece en el término t,,; entonces

g =" = —dm=n—4s
= 4s—4m=n
= 4(s—m)=n

Conclusion : “n es un multiplo de 4.””

2. Funciones

1. Considere la funcién
T:Rr—R talqueT(z,y,2)=(x+y+z,0—y—22T—2)
e Demuestre que T es biyectiva
e Determine 7!
En efecto
(i) p.d.q. T es inyectiva.

Supongamos que T (z1,y1, 21) = T(xa, Y2, 22) entonces

(w1 +y 42,010 =y — 21,201 —21) = (T2 + Y2+ 22,02 — Yo — 22,222 — 22)

0
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1+ 1+ a = Ty o+ Y + 2 (1)
T - Y1 - &2 = X2 - Y2 - 22 (2)
23}'1 - 21 = 2£L'2 - 29 (3)

Ahora, haciendo ((1)+(2)) tenemos que 2x; = 2z5, asi que:

1 = To (*)
Sustituyendo (%) en (3), tenemos que —z; = —2zy, asi que:
21 = %o (**)

Sustituyendo (%%) en (2), tenemos que y; = yo, asi que:
Y1 =y2  (kxx%)
Finalmente, de las %, sigue que 7' es inyectiva.

(ii) p.d.q- T es sobreyectiva.

Debemos determinar en el dom(T) = R® una solucién de
la ecuacién

Tw) = u

Para u = (u1, up,u3) € R* ” dado ”.

Supongamos que v = (v, va, v3) entonces

V1 + Vo + V3 = U (1)
T)=u <= v - vy - v3 = uy (2)
21)1 - V3 = Us (3)
Ahora, haciendo ((1)+(2)) tenemos que 2v; = uy + ug, asi
que:
Uy +u
v =— 9 - (x)

Sustituyendo (%) en (3), tenemos que:

V3 = Uy + Ug — Us (%x)

Sustituyendo (%) y (%*) en (2), tenemos que:
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2u3 — Ur — 3’LL2
2

Vg = (% % %)

Finalmente, de las %, sigue que 1" es sobreyectiva, pues

Uy + Us 22Uz — UL — 3Ug

T 5 2 ;U + U — U3 = (u1,us, u3)
A s Vv
v adecuado u dado

(iii) Como T es biyectiva entonces existe 7! y es definida por:

T_l <U1 -+ Uo 2’LL3 — Uy — 3U/2

5 2 ,u1+u2—u3>

2. Sean A y B dos conjuntos no vacios y considere las funciones

f:A— B

g B A tal que (go f)(a) =a (Vaja € A)

Demuestre que f es inyectiva
En efecto

Supongamos que f(a;) = f(ay) entonces

fla) = flas) = g(f(a)) = g(f(a2))
= (90 f)(a1)= (g0 f)(ar)

f——— a; = aq

Luego, f es inyectiva.

3. Estructuras

1. Determine y justifique si las siguientes afirmaciones son ver-
daderas o falsas:
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(a) En un conjunto G, que posee una operacién binaria +, es

decir;

+:GxG — @
es un funcién

(91,92) —— g1+

Si un elemento g, posee mas de un elemento inverso en-
tonces G no es un grupo.

Respuesta : Verdadera

Si G es un grupo entonces

gxgi' =0cAgxgy' =0 =97 ' =g;"

i<
(b) Si A = (ay) € Mg(100) tal que a;; = Lo
0 :enotrocaso

entonces

100 100

=1 =1
100 - (100 + 1)
2
= 50-101
5050

(c) Si T es un homomorfismo de grupos de G en G’ entonces
T(0g) = O

Respuesta : Verdadera
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T(0g) = T(0g+ 0¢)
= T(0g)+T(0g) T es homomorfismo

Luego, T'(0g) = O

2.5ea G = {x € R| —1 < z < 1}. Define en G la operacién
binaria:
a+b
b=
“x 1+ab

Demuestre que (G, *) es un grupo abeliano
Solucién

(a) Asociatividad

a+b
(a*xb)xc = [1+ab} * C

a+b
14-ab tc

1+ [1a++:b] ¢

a+b+c+ abe
1+ ab+ ac+ be
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Por otra parte;

b
ax(bxc) = a*[l——:bcc]
e[
1+a[i5]
a+abc+b+c

= 1+0bc+ab+ac (V)

Asi de (v') y (V'V'), sigue que

(axb)xc = ax(bxc)

(b) Elemento neutro

Debemos resolver la ecuacién a xeg = a (Va;a € G)

a—+ eqg
axeg=a <+ =a
1+CL€G

<~ a+eG=a+a26G

< (a®—1)eg =0

— ¢’=4+1Veg=0



14 Ricardo Santander Baeza Universidad de Santiago de Chile

(c) Elemento inverso

Debemos resolver la ecuacién a x ¢~ = 0

axa =0 < ——— =0

< a4 =-—a
(d) Conmutatividad
uxb — a+b
1+ ab
_ b+a
 1+4ba
= bxa

Luego, (G, *) es un grupo abeliano.
3. Sea T : Mg(2) —— Mg(2) tal que T(A) = A — A?, Donde A,
representa la traspuesta de A, es decir, si A = (a;;) entonces
A" = (aj:)

e Demuestre que 7" es un homomorfismo de grupos.
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Sean A = (a;;) € Mg(2) y B = (bi;) € Mg(2) entonces

T(A+B) = (A+B)-(A+B)'
= A+B-(A'"+ B
= A+B-A"-B'
= A-A'"+B- B
= T(A)+T(B)

Luego, T" es un homomorfismo de grupos.

e Determine el ker(T) = {A € Mg(2) | T(A) = Omz(2)}

Acker(T) <= Ae€Mg(2)AT(A) = 02
a b a b 0 0
<= A:(C d)AT<C d>:<0 O)
a b a b a b\' [0 0
=a= () a)-Ca-60)
a b a b a c 0 0
=a= () a)-C9-00)
a b 0 b—c 00
= A_<c d)A(c—b 0 )‘(o 0)
<:> A:(a b)/\b:C
c d
a b
— A= b d ANa€eR beR deR
a 0 0 b 0 0
Asi que

ker(T) = {(8 8)+(2 8)+(8 2) \aeR,beR,deR}

4. En Mg (2) se definen los conjuntos

o Syi={AeMg(2)| A= A%
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o AS,={AeMg(2)| A=-A"}
Demuestre que:
(i) Ae Mg(2) = A+ A" € Sy
(i) AeMg(2) = A— A€ AS,
En efecto

Sea A € Mg (2) entonces

(A+AH = A' 4 (AY
= A+ A
= A+ A

Lo que prueba (i)

Analogamente

(A_At)t — At_(At)t

Lo que prueba (ii)
5. Sea T : R® — R3 tal que T'(z,y,2) = (v —y, .+ 2,2 +y + 2).
(a) Demuestre que T es un isomorfismo
(b) Determine 71
En efecto

Sean u; = (z1,¥1,21) € R® y uy = (29,70, 20) € R® entonces
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T(ui+ug) = T(xy+ 2,41 + Yo, 21 + 22)

(1 + 22 — Y1 — Y2, 01 + To + 21 + 22,71 + To + Y1 + Y2 + 21 + 22)
(T1 = y1, %1 + 21, @1 + Y1 + 21) + (T2 — Yo, T2 + 22, T2 + Y2 + 22)
T(z1,y1,21) + T(22, Y2, 22)

= T(uy) + T(ug)

Luego, T" es un homomorfismo de gru os

U,:(-T,yaz) T("anaz):(’ ) )
uv=(z,9,2) (z—y,x+z,x2+y+2)=(, ,)

u=(x,y,2) + =
+ o+ =
u=(r,y,2) z=y= =
=(,,)
(T): (7 7)
Luego, T'es n e
d Tessoree
e u=(,,) en on es
T(x,y,z)z( ’ ) + -
+ o+ =


























































































